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Zapiski sledijo avtorjevem predavanju na pripravah za mednarodna ma-
temati¢na tekmovanja, ki je bilo izvedeno 6. 12. 2024. Za vse napake
ter netocnosti je odgovoren avtor sam. Ce imate vprasanje ali popravek
se obrnite na e-postni naslov zgoraj.

Zahvaljujem se Luku Horjaku za nasvete ter pomoc¢ pri urejanju.

Les esprits les plus grands sont
capables des plus grands vices aussi
bien que des plus grandes vertus; et
ceux qui ne vont que fort lentement
peuvent avancer beaucoup
davantage, pourvu qu’ils suivent
toujours le droit chemin, que ceux
qui courent et s’en éloignent.

Najvecji umi so sposobni najvecjih
izvrstnosti, pa tudi najvecjih zablod; in
tisti, ki napredujejo zelo pocasi, lahko
dosezejo veliko vecji napredek, ¢e vedno
sledijo pravi poti, kot tisti, ki tecejo, a jo
zapustijo.

René Descartes - Razprava o metodi
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1 Teoreticno ozadje

V splosnem je verjetnostna metoda eksistencna — uporabimo jo za dokaz obstoja objekta.
Ce pokazemo, da je verjetnost, da ima nakljuéno izbran objekt neko zeleno lastnost,
pozitivna, potem takoj sledi, da tak objekt mora obstajati. Analogno lahko opisemo
»slabe« objekte, ter pokazemo, da je verjetnost njihovega obstoja manjsa od 1. Obstaja
tudi verjetnostna oblika Dirichletovega principa, ki jo bomo povezali z novo koli¢ino:
pricakovano vrednostjo.

Verjetnostnih prostorov ter povezanih pojmov ne bomo vpeljali v vsej njihovi splosnosti,
marvec le do mere, ki je za nas potrebna.

Definicija 1.1: Diskreten verjetnostni prostor

Diskreten verjetnostni prostor je trojica (2, F,P), kjer je £ mnozica vseh moznih
izidov, F potenéna mnozica €, ki jo imenujemo mnozica dogodkov, ter P : F — [0, 1]
preslikava, ki je definirana na enojcih mnozice €2 ter velja:

P(A) = > P({a}).

a€A

> P({w}) =1

weN
Kanoni¢ni primer je met standardne kocke. Tedaj je Q@ = {1,2,3,4,5,6}, F je poten¢na
mnozica slednje, P pa slika vsak element €2 v %, kar doloci sliko poljubnega elementa F.

Na podlagi zgornjih definicij lahko izpeljemo znane formule verjetnosti:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) ter P(A) +P(A°) = 1.

Definicija 1.2: Diskretna slucajna spremenljivka

Diskretna slucajna spremenljivka je funkcija X : Q@ — R, za katero velja, da je
X1({c}) dogodek (element F) za vsak ¢ € R. V primeru diskretne slucajne spre-
menljivke pisemo

P(X = z) =P(X"'({z}))

V diskretnem verjetnostnem prostoru slucajne spremenljivke ter funkcije sovpadajo, a v
splosnih verjetnostnih prostorih ni vsaka funkcija sluc¢ajna spremenljivka.
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Trditev 1.3: Nacelo vkljudéitev in izkljucitev

Naj bodo Ay, ..., A, dogodki v verjetnostnem prostoru. Velja:
« Ce definiramo
IC{l,..,n}  \i€l
T|=k
potem je

P(ﬁ*&)::f}—&flsk

k=1

Dokaz. Sledi po formuli o vkljucitvah in izkljucitvah, ¢e izberemo za mnozico A celoten
verjetnostni prostor ter za A; podmnozico elementov verjetnostnega prostora. O

Naslednja lema je pogosto uporabnejsa od celotne trditve zgoraj.

Lema 1.4: Razsirjen union bound
Naj so Ay,..., A, dogodki v verjetnostnem prostoru. Za lihe k < n velja
n k )
r(ga) g
i=1 j=1
za sode k < n pa velja:

P (Lnj AZ) > ij(—l)jflsj.

i=1 j=1

Definicija 1.5: Pricakovana vrednost

Pricakovano vrednost diskretne slucajne spremenljivke definiramo kot sledeco vsoto,
ki tece po vseh elementih verjetnostnega prostora:

EX] =) = -P(X =uz).

Izrek 1.6: Linearnost pricakovane vrednosti
Ce sta X in Y (morda odvisni) nakljuéni spremenljivki velja

E[X + Y] = E[X] + E[Y].
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Dokaz. Izrek dokazimo za koncne verjetnostne prostore (mnozica €2 je kon¢éna). Velja
EX +Y] =2 > (¢ +yP(X =2,V =y)
z oy
:;%:x-IP’(X:m, Y:y)+§x:§y:y-P(X=x, Y =y)
:zx:x-zy:P(X:x, Y:y)+zy:y~zm:]P’(X=$, Y =y)
=Y 2 -P(X=2)+> y-P(X =2)
T Yy

— E[X] + E[Y]. O

Lema 1.7: Verjetnostni Dirichletov princip

Naj bo X slucajna spremenljivka, ki vzame vrednosti iz mnozice celih stevil. Denimo,
da velja E[z] = ¢. Tedaj je

P(X >[c])>0 in P(X <|c])>0.
Sledi, da naklju¢na spremenljivka X zavzame vrednosti vecje ali enake [c| ter vrednosti

manjse ali enake |c].

Dokaz. Velja

c=EX]=> 2 PX=2)= > z-PX=z)+ > z-PX=u).

z>[c] z<|c]

Denimo, da slucajna spremenljivka X ne bi zavzela vrednosti vecje ali enake [¢]. Potem
bi bila verjetnost tega, da X zavzame vrednost vecjo ali enako [c| enaka 0. Tako bi veljalo

c=EX]=> z-PX=x)<l|c] Y PX=z)<|c,

z<|c] z<|c|
kjer zadnja enakost sledi iz dejstva, da je vsota verjetnosti disjunktnih elementov verje-
tnostnega prostora manjsa ali enaka 1. Ker smo prispeli do protislovja sledi, da X gotovo
zavzame vrednosti vecje ali enake [¢]; analogen dokaz pokaze tudi drugi del trditve. [

Definicija 1.8: Konveksnost

Naj bo I interval. Funkcija f: I — R je konveksna, ¢e za vse z,y € I in t € [0, 1] velja

[l + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Za dovolj lepe funkcije obstaja enostavnejsa karakterizacija konveksnosti — dvakrat odve-
dljiva funkcija (karkoli to Ze pomeni) je konveksna natanko tedaj, ko je njen drugi odvod
nenegativen na /.
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Izrek 1.9: Jensenova neenakost

Naj bo f: I — R konveksna ter n € N. Ce je X7 ,¢; = 1 in t; > 0, potem za vse
{aitis, velja

/ (i; tx) < iiltif(xi).

Oris dokaza. Upostevajoc

n n—1
L
Yotiyi= 1 —ty1) Y, ———Vi + tuln
i=1 o1 L=t
izrek postane standardna vaja iz indukcije. O

Izrek 1.10: Erdés

Naj bo A mnozica nenicelnih celih Stevil. Podmnozica B je brez vsote, ¢e ne obstajajo
x,y,z € B, za katera velja
rT+y==z.

Za vsako mnozico nenicelnih celih stevil A obstaja podmnozica B, ki je brez vsote, za
katero velja

Dokaz. Izberemo prastevilo p = 3k + 2, za katero velja, da je A C [—k, k]. Opazujemo A
kot podmnozico Z,, ter ugotovimo, da je A brez vsote natanko tedaj, ko je brez vsote
mod p.

Za nakljucno in enakomerno izbran x € Z, \ {0} tvorimo mnozico
B, = {a€A|a-x_1 mod p € [k+1,2k+1]},

ki je brez vsote mod p, saj je mnozica {k+1,...,2k+1} brez vsote v Z,,. Zeleli bi pokazati
E[|B.|] > %. Definirajmo indikatorske spremenljivke

R, — 1; a€ B,
0; a & B,

za katere seveda velja

|13$|:: }Z:}%a

acA
ter izracunajmo

E[B.]]=Y PlacB,) =Y Platack+1,2k+1]).

acA acA
Velja [{k +1,...,2k + 1}| > 221, Posledi¢no je
-1 1 |A|
E[|B.|] = > P(x ae[k:+1,2k+1])>2§:7- 0

a€A a€A 3
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2 Naloge

2.1 Resena naloga

Naloga 2.1: IMC 2002

30 dijakov in dijakinj se je udelezilo izbirnega testa, na katerem je 6 nalog. Vsako
nalogo je resilo vsaj 18 dijakov oziroma dijakinj. Dokazi, da obstajata dva tekmovalca,
ki sta skupaj resila vse naloge.

Resitev. Nakljucno in enakomerno izberimo par tekmovalcev (a, b). Izracunali bomo pri-
cakovano vrednost stevila nalog, ki jih je resil ta par, za katero upamo, da bo vecja od 5,
saj bi to po verjetnostnem Dirichletovem principu zakljucilo dokaz.

Vpeljemo indikatorske spremenljivke

1; vsaj en ¢lan para (a,b) je resil nalogo j
Rj(ap) =

0; sicer .

Za vsak par (p,q) je stevilo nalog, ki jih je resil vsaj eden izmed njiju enako N,, =

?:1 R p.q)- Tako je

o
-

E[Npq E[R) (ap)

<
Il
—

(Rjapy = 1)+ 0 P(R;(ap) = 0))

<
Il
—

I
—
—
=

P (Rjﬁ(a,b) = 1)

<
Il
-

Il I
.M@ -

P (par (a,b) je resil nalogo j)

<
I
—

I
M=

(1 — P (par (a,b) ni resil naloge j)) .

<
Il
—

2
Verjetnost, da par (a,b) ne resi naloge j, pa je (%) . Tako sledi, da je

144
E[N,,] =6-(1— —) =504 > 5. O
[N,] 6( 900> 5.04 > 5

Komentar 2.2

Ideji zgornje naloge sta samo 2: uporaba probabilisticnega Dirichletovega nacela ter
vpeljava indikatorskih spremenljivk, ki nam skupaj z linearnostjo pricakovane vre-
dnosti problem sStetja resenih nalog prevede na dolocanje verjetnosti, da eden izmed
tekmovalcev v paru resi dano nalogo.

Ideja z vpeljavo indikatorske spremenljivke je zelo standardna ter je vredna pomnenja.
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2.2 Naloge za vajo

Naloga 2.3

Naj bo n naravno stevilo. Naklju¢no in enakomerno izberemo permutacijo mnozice
{1,2,...,n}. Koliko je pricakovana vrednost stevila fiksnih tock permutacije?

Opomba: i je fiksna tocka permutacije 7, ¢e je 7(i) = 1.

Naloga 2.4: IMO 1987

Naj bo p, (k) stevilo permutacij mnozice {1,...,n}, ki imajo natanko k fiksnih tock.
Pokazi, da je

zn: k- pn(k) =nl.
k=0

Naloga 2.5: NIMO

Tekac in skakac se znajdeta na neskoncni Sahovnici, katero zadane roj meteorjev, ki v
vsako celico neodvisno z verjetnostjo p postavi meteor. Niti tekac, niti skakac nista bila
zadeta, a meteorji lahko omejijo njune mozne premike. Prav tako tekac in skakac ne
blokirata morebitnih potez drug drugemu. Doloc¢i vrednosti p, za katere je pricakovana
vrednost Stevila potez, ki jih lahko naredita na obstreljeni Sahovnici, enaka za tekaca
in skakaca.

Naloga 2.6: HMMT 2006

V krogu sedi n dijakov, nakar vsak izmed njih poda svoj svin¢nik bodisi svojemu
levemu, bodisi svojemu desnemu sosedu, vsakemu z enako verjetnostjo ter neodvisno
od dejanj drugih dijakov. Koliksna je pricakovana vrednost Stevila dijakov, ki niso
prejeli nobenega svincénika?

Naloga 2.7: Engel

V krogu z radijem 16 imamo 650 tock. Imamo kolobar z notranjim radijem 2 ter
zunanjim radijem 3. Pokazi, da lahko kolobar postavimo tako, da pokrije vsaj 10
tock.

Naloga 2.8: Engel

12 % povrsine krogle je bilo pobarvane s ¢rno barvo, preostanek je bele barve. Pokazi,
da lahko krogli vrisemo kvader, ki ima vsa oglisca bela.
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Naloga 2.9: ISL 1987

Pokazi, da lahko pobarvamo elemente mnozice {1,...,1987} s Stirimi barvami tako,
da nobeno aritmeti¢no zaporedje desetih elementov nima vseh elementov iste barve.

Naloga 2.10: IMO 1998

Na izbirnem testu je a tekmovalcev in b ocenjevalcev, kjer je b > 3 liho Stevilo. Vsak
ocenjevalec vsakemu tekmovalcu dodeli tocko, ali pa mu je ne. Vemo, da sta poljubna
ocenjevalca dodelila tocko najvec k istim tekmovalcem. Pokazi, da je

kK b—1
>
a 2b

Naloga 2.11: ISL 2006

Naj bo S konéna mnozica toc¢k v ravnini, nobene tri izmed katerih niso kolinearne. Za
vsak konveksen veckotnik P, ¢igar oglisca lezijo v .S, oznacimo stevilo njegovih oglis¢ z
a(P) ter stevilo tock S, ki lezijo izven P, z b(P). Daljica, tocka ter prazna mnozica so
vsi konveksni mnogokotniki, zaporedoma z 2,1 ter 0 oglis¢i. Pokazi, da za vse x € R
velja

Zxa(P) (1 - x)b(P) =1,

P

kjer vsota tece po vseh konveksnih veckotnikih P z oglisci v S.

Naloga 2.12: Inaba

Pokazi, da lahko poljubnih 10 tock v ravnini pokrijemo z disjunktnimi enotskimi diski.

Naloga 2.13: ISL 1991

Naj bo A mnozZica n ostankov mod n?. Pokazi, da obstaja mnozica B, ki je prav tako
mnozica n ostankov mod n?, tako, da lahko vsaj % ostankov mod n? zapisemo kot
vsoto elementa A ter elementa B.

Naloga 2.14: Rusija 1996

V parlamentu je 1600 poslancev, ki tvorijo 16000 komitejev po 80 poslancev. Pokazi,
da obstajata dva komiteja, ki imata vsaj 4 skupne clane.
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Naloga 2.15: Engel

Potepuh ima plas¢ s povrsino 1, na katerem je 5 zaplat, vsaka ima povrsino vsaj %

Pokazi, da obstaja par zaplat, ki ima skupno povrsino %
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