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1 Osnove

V splosnem naloga iz diofantskih enac¢b od tekmovalca oziroma tekmovalke zahteva, naj
najde vse celostevilske oziroma naravnostevilske resitve doloc¢ene enacbe. Naloga torej
sestoji iz dveh delov: v prvem tekmovalec nasteje ter preveri veljavnosti resitev, v drugem
pa pokaze, da, z izjemo nastetih, ne obstaja nobena resitev dane enacbe (dvodelnost
dokaza je v tem primeru analogna mnogim nalogam iz funkcijskih enacb). Tipi¢no se pri
resevanju diofantske enacbe znajdemo v eni izmed naslednjih treh situacij:

o Mnozica resitev diofantske enacbe sestoji iz razmeroma majhnega stevila razmeroma
majhnih resitev.

o Diofantska enac¢ba ima neskonc¢no druzino resitev.!
o Diofantska enac¢ba nima resitev.

Dale¢ najpogostejsa izmed nastetih moznosti je prva, a smotrno je imeti v mislih tudi
ostali dve, ¢etudi ju lahko pogosto hitro ovrzemo. Ce posumimo, da ima diofantska
enacba morebiti neskoncno druzino resitev, smo lahko relativno samozavestni, da lahko
to druzino podamo parametri¢no — vse neznanke lahko potem podamo kot funkcije neke
nove spremenljivke.

1.1 Kako zaceti

Dober prvi korak je preizkusiti nekaj majhnih primerov, kar je sicer tudi odli¢na praksa
pri resevanju problemov v splosnem. Na podlagi teh specificnih primerov lahko namrec
pogosto uceno ugibamo, kako bo videti mnozica resitev.

Hkrati si lahko prihranimo ¢as v prihodnosti, saj lahko dolocene pristope s protislovjem
preprosto ovrzemo kot nemogoce, saj bi njihova veljavnost implicirala, da Ze znana resi-
tev ne bi smela obstajati. To je dobro imeti v mislih posebej pri nekaterih modularnih
argumentih, saj ze sam obstoj ene resitve enacbe onemogoci, da bi prisli do modularnega
protislovja, vsaj brez uvedbe dodatnih predpostavk.

Obravnava specificnih primerov je tudi obetaven prvi korak, tako pri diofantskih enac¢hah
kot splosneje. Do pomembnih ugotovitev lahko pridemo ze s preprostimi vprasanji kot so
na primer: kaj se zgodi, ¢e so spremenljivke paroma tuje? Kaj pa ko sta specificni dve
lihi?

1Seveda dopustimo moznost, da ima enacba ve¢ neskoncénih druzin resitev, a iz vidika resljivosti
takega zapletenega problema je ta moznost zelo majhna.



Hugo Trebse Diofantske enacbe

1.2 Osnovna orodja

Ko menimo, da smo uspesno dolo¢ili mnozico resitev, se lahko lotimo naslednjega koraka
— pokazati je treba, da diofantska enacba nima nobenih drugih resitev.

Nasvet

Tri najosnovnejsa orodja, ki nam pomagajo pri tem koraku so:
1. Modularna aritmetika
2. Faktorizacija

3. Omejevanje

Najnazornejse uporabo teh prikazemo na primerih:

Naloga 1.1

Dolo¢i vse pare celih Stevil (z,y), za katere velja 22 = 2001 + y!.

Resitev. Opazimo, da je 2001 = 6 (mod 7) ter za y > 7 velja 7 | y!, kar implicira 2> = 6
(mod 7). Zapisimo si, katere ostanke imajo kvadrati celih Stevil pri deljenju s 7:

n (mod 7) | n? (mod 7)
0 02=7"=0
+1 (£1)2=1
+9 (+2)2 =4
+3 (£3)2 =2

Ugotovili smo, da je desna stran enacbe kongruentna 6 (mod 7), med tem ko je leva stran
enacbe kongruentna enemu izmed stevil v mnozici {0, 1,4, 2} po modulu 7, kar je seveda
protislovno.

Za y < 6 najdemo resitve na manj privlacen nacin — preverimo vse moznosti, kar posku-
simo narediti na u¢inkovit nacin, da si zmanjSamo koli¢ino dela.

Za y = 6 pridemo do protislovja upostevajo¢ veckratnost delitelja 3 desne strani, primer
y = 5 ovrZemo na enak nacin: dobimo x? = 2121, ter vidimo, da je desna stran kongru-
entna 6 (mod 9). Za y = 4 dobimo resitev x = 45, ostale primere pa lahko ovrzemo, saj
desna stran lezi med 44? ter 452. O
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Komentar: Zgornjo nalogo smo resili z le enim orodjem: modularno aritmetiko, ki je
problem reducirala na preverjanje nekaj majhnih primerov. Izbiro modula 7 je tezko
motivirati; opazka, da za y > 7 ¢len y! odpade, je verjetno najboljsi razlog.

Kot dodatek pripomnimo, da je klju¢ni korak lo¢iti primera glede na velikost y, saj nam
slednje omogoca, da uporabimo vse kar znamo o modularni aritmetiki. Morda se zdi v
tem primeru ta pripomba odvec¢na, a je pomembno, da pri tvorbi domneve izvzamemo
primere, v katerih smo nasli resitve. V nasprotnem primeru bomo namre¢ neuspesni pri
dokazu s protislovjem.

Naloga 1.2: Indija, 1990
Za x,y € NU{0} dolodi vse resitve diofantske enacbe

(zy — 7)% = 2* + 4>

Resitev. Enacbo preoblikujemo:

(zy = 7)* = 2* + ¢
(zy)? — lday + 7% = 2% + o
(zy)? — 122y + 7% = 2% + 2wy + 3
(zy — 6)* + 13 = (z +y)?
(z+y)* — (zy — 6)* = 13
(x4+y—2y+6)(r+y+azy—6)=13
(@-DH-D+7)((z+1(y+1)-7) =13

Ker na levi strani dobimo produkt celih stevil, na desni pa prastevilo, sledi, da je bodisi
(+Dy+1) -7, -(x-1y—1)+7) =(13,1),

bodisi
(+D)y+1) =7, —(xz =Dy —1)+7) =(1,13).

Moznosti (—1,—13) in (=13, —1) odpadeta, saj ocitno ne moreta obe Stevili biti hkrati
negativni.

V prvem primeru sledi (z + 1)(y + 1) = 20 ter (x — 1)(y — 1) = 6. S kratko obravnavo
deliteljev stevil 20 ter 6 dobimo edini par resitev (x,y) = (y,x) = (3,4).

V drugem primeru sledi (z+1)(y+1) = 8 ter (x—1)(y—1) = —6. Ponovno obravnavamo
delitelje (tako negativne kot pozitivne) stevil 8 in —6, ter dobimo Se drugi par resitev

(l‘,y) = (yax) = (77 O) ]

Komentar: Zgornja faktorizacija ni popolnoma ocitna, a princip »dopolnitve« do po-
polnega kvadrata je razmeroma pogost ter si ga je vredno zapomniti. Prav tako je pri
resevanju diofantskih enacb zelo pogosta ideja, da enac¢bo pretvorimo v tako, ki ima na
eni strani produkt izrazov, ki vsebujejo spremenljivke, na drugi strani pa so zgolj parame-
tri oziroma konstante. Ce se na eni strani pojavijo samo $tevila, smo uspesno pretvorili
problem na preverjanje konéno mnogo primerov, saj so lahko izrazi le delitelji stevila, ki
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nastopa drugi strani. Vse to je mogoce zaradi osnovnega izreka aritmetike, ki pravi, da
lahko vsako naravno Stevilo vecje od 1 zapiSemo na enoli¢en nacin kot produkt potenc
prastevil, do vrstnega reda faktorjev natancno.

1.2.1 Se nekaj o faktorizaciji

Nasvet

Podobni izrazi, za katere je faktorizacija zelo uporabna so:

xy+ar+by+c=(x+b)(y+a)t+c—ab

x2+x+c:i((2x+1)2+(4c—1))

ter klasi¢ni nacini faktorizacije razlike enakih potenc ter vsote enakih lihih potenc.

Manj o¢itna je naslednja enakost:

Lema 1.3: Identiteta Sophie Germain
Za realna Stevila a in b velja enakost

a* + 4b* = (a® + 2b%)* — (2ab)® = (a® + 2ab + 2b%)(a* — 2ab + 2b%).
Zavoljo celovitosti ilustrirajmo Se primer uporabe omejevanja.

Naloga 1.4
V naravnih stevilih resi enac¢bo

v’ =z +22° + 1.

Resitev. Uporabimo metodo omejevanja med zaporedne kvadrate. Opazimo, da velja
(4o =422+ 27 >0 + 208+ 1> +22° 2 20+ 1= (2 + o — 12

Desna neenakost je stroga za vse x € N, med tem ko je leva stroga le za x > 1. Ker je
seveda nemogoce, da bi med dvema zaporednima popolnima kvadratoma obstajal tretji
popolni kvadrat, sledi, da za x > 1 ni reSitev diofantske enacbe.

Ce je x = 1, jasno dobimo reitev (z,y) = (1,2). O
Komentar: V resitvi zgornje naloge smo uporabili princip omejevanja med zaporedne
kvadrate, ki se jasno posplosi na princip omejevanja med poljubne zaporedne potence.

To Se zdale¢ ni edini nac¢in kako lahko uporabimo omejevanje pri resevanju diofantskih
enach. Ze zelo osnovne ugotovitve, kot na primer katera izmed nastopajoc¢ih spremenljivk
bi lahko bila najvecja, so lahko pogosto klju¢ne — dober primer je 5. naloga z Mednarodne
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matematicne olimpijade 2022, pri kateri je osrednji korak obravnavati velikost spremen-
ljivke b glede na p in 2p.

Pri medsebojnem omejevanju spremenljivk so lahko uporabne neenakosti med potencnimi
sredinami ter kvadratna enacba.

Predstavili smo nekaj osnovnih prijemov pri resevanju diofantskih enach. Kot zakljucek
poglavja pa navedimo ter dokazimo Se dve obcasno uporabni lemi.

Lema 1.5: Delitelji vsote kvadratov

Naj bosta a in b celi §tevili ter p = 3 (mod 4) prastevilo. Ce velja
pl(a®+b%),

potem sledi p | a ter p | b.2

Dokaz. Ce p deli enega izmed a in b, potem seveda deli tudi drugega. Predpostavimo, da
p ne deli nobenega izmed a in b, ter pois¢imo protislovje.

a®>+ b =0 (mod p)
(ab™')? = -1 (mod p)

(ab™ 1Pt = (—1)% (mod p)

Leva stran kongruence je (p — 1)-ta potenca produkta obrnljivih elementov po modulu p,
zato po malem Fermatovem izreku sledi, da je kongruentna 1 po modulu p. Ker je p =3
(mod 4), sledi, da je % liho stevilo, kar pomeni, da je desna stran kongruentna —1 po
modulu p. To je seveda mogoce le, ¢e je p = 2, kar pa je v protislovju s predpostavko
p =3 (mod 4). Sledi, da p | a ter p | b. O

Lema 1.6: Bezoutova lema

Naj bosta a in b celi Stevili ter ged(a, b) njun najvecji skupni delitelj. Obstajata celi
stevili z ter y, da velja
ax + by = ged(a, b).

Dokaz. Naj bo S = {|au + bv|;u,v € Z}. Ker je S navzdol omejena neprazna mnozica
celih stevil, obstaja najmanjsi nenicelni element S — oznac¢imo ga z m. OCcitno velja
ged(a, b) | m, kar pomeni ged(a, b) < m. Cem { a, obstajata celi $tevili gin 1 <r < m—1,
da je a = gm + r. Sledi

r=a—qm €S,

kar pomeni, da je r manjsi kot m ter nenicelni element S, kar je protislovno. Sledi m | a
ter na analogen nac¢in m | b. To pomeni, da je m skupni delitelj a in b, ki je vecji ali
enak najvecjemu skupnemu delitelju a in b. Sledi ged(a,b) = m € S, kar smo Zeleli
pokazati. O

2Pogosto je uporabna naslednja posledica leme: ¢e p | (n? + 1), potem je p =1 (mod 4) ali p = 2.

7
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1.3 Naloge za vajo

Naloga 1.7

Najdi vse resitve enacbe y> = 22 + 4 v naravnih Stevilih.?

Naloga 1.8: ZDA, JMO, 2013

Ali obstjata celi Stevili a ter b, da sta a®b + 3 in ab® + 3 obe popolni tretji potenci?

Naloga 1.9: Slovenija, 2024

Doloci vse peterice prastevil p; < py < p3 < py < ps, za katere vsako izmed teh
prastevil deli vsoto preostalih stirih.

Naloga 1.10: Velika Britanija, 2005
Naj bo n naravno stevilo. Obstaja natanko 2005 urejenih parov naravnih stevil (z,y),

da velja

1 1 1
=S ==,
xT Yy n

Pokazi, da je n popolni kvadrat.

Naloga 1.11: Iran, 1997

Naj bosta x in y naravni stevili, za kateri velja
32+ =4y +y.

Pokazi, da je x — y popolni kvadrat.

Naloga 1.12

Najdi vsa naravna stevila n in cela stevila aq, as, ..., a,, za katera velja
) 1 1 1

a+a+---4+a,=m—-4 im —+—+4.-..-4+—=1.
a;  ap an,

3Namig: ¢e v diofantski ena¢bi nastopajo znane potence spremenljivk, je modro opazovati ena¢bo po
takem modulu n, da potence spremenljivk delijo ¢(n), saj to zmanjsa Stevilo morebitnih ostankov potenc
po modulu n.
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2 Funkcije v teoriji stevil

2.1 p-adicna valuacija ter celi del

Definicija 2.1: p-adi¢na valuacija

Naj bo p € P ter n € N. p-adicna valuacija Stevila n je tako nenegativno celo stevilo

vp(n), da velja
pVP(n) ’ n in pyp(n)+1 * n.

Lema 2.2: Alternativna karakterizaicja p-adi¢nosti

Ze omenjeni osnowvni izrek aritmetike na alternativen nacin karakterizira p-adi¢no va-
luacijo, namrec
n = H pr(TL).

peP
Naslednje lastnosti so po alternativni karakterizaciji p-adi¢niosti ocitne.

Izrek 2.3

Za x,y € N velja:
o vp(zy) = vp() + vp(y)
o vp(a¥) =y - vy(x)

o vp(z +y) > min{v,(2),1,(y)}. Ce velja v,(x) # v,(y), potem sledi enakost.

p-adi¢na valuacija je dale¢ najuporabnejsa pri multiplikativnih problemih — tistih, ki pre-
tezno sestojijo iz mnozZenja ter potenciranja, kar zrcali tudi razlika med prvima dvema ter
tretjo tocko zgornjega izreka. Sibkost p-adi¢ne valuacije lezi v sestevanju;* pri slednjem
je v splosnem najuporabnejsi Fvklidov algoritem.

4Vpraganje, kako se spremeni prastevilska faktorizacija celega Stevila pri pristevanju 1, je zelo kom-
pleksno; nekatere trenutne najucinkovitejSe metode obravnavajo pristevanje 1 kot nakljuéno mesanje
prastevilskih deliteljev.
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Ogrejmo se z naslednjim problemom:

Naloga 2.4
Naj bosta a in b celi stevili. Velja
a|b®|a®|b* |-
Pokazi, da je a = b.
Resitev. Prevedimo problem deljivosti na problem p-adi¢nosti. Iz osnovnega izreka arit-

metike opazimo, da ¢e = | y, potem za vsa prastevila p velja v,(x) < v,(y). Pogoj naloge
se tako prevede na: za vse p € P in za vse ¢ € N velja

Ba) S (%) i v (%) < e ),
kar je ekvivalentno
(20 — 1) - vp(a) < (2i) - vp(b) in (20) - () < (20 + 1) - vp(a).
fako sledi 2 — 1 1 ub) 241 1
=1——=< <

= =1+ —
2i 2i ~ vyla) T 20 o 2i

Ce je kvocient Z”p—(&) razlicen od 1, lahko seveda najdemo tak indeks 7, da je kvocient bodisi

manj$i od 1 — o, bodisi vedji od 1+ 5, zaradi cesar sledi, da je ';‘;((Z)) =1zavsepcP.

Po lemi 2.2 sledi a = b. O

Spotoma definirajmo Se funkcijo celi del:

Definicija 2.5

Funkcija celi del je funkcija [-] : R +— Z, ki realnemu stevilu dodeli najvecje celo
Stevilo, ki ne presega tega realnega Stevila. Se pravi, funkcija celi del’realnemu Stevilu
x pripiSe tako celo Stevilo n = |x], da velja

n<zx<n+l1.

Naslednji izrek ponovno prikaze moc¢ p-adi¢ne valuacije pri mulitplikativnih problemih.

Izrek 2.6: Legendrova formula

Naj bo n € N ter p € P. Potem velja

w(nl) = 3 H

- P

5Pogosto je uporabno definirati funkcijo neceli del, ki zadoS¢éa enakosti {x} = x — ||, saj po definiciji
sledi 0 < {z} < 1, kar omogo¢a bolj intuitivno omejevanje vrednosti.

10
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Dokaz. Opazimo, da za vse dovolj velike j € N velja p/ > n, kar pomeni, da so vsi ¢leni
vsote z indeksi vecjimi od j enaki 0. Sledi, da je vsota na desni kon¢na. Sedaj pokazimo
enakost. Obstaja natanko {%J stevil med 1 in n, ki so deljiva s p. Izmed teh jih je L%J S

p deljivo vsaj dvakrat, L%J s p deljivo vsaj trikrat in podobno naprej.
Naj mnozica A; vsebuje vsa Stevila med 1 in n, ki imajo p-adi¢nost vsaj j, sledi |4;| = L%J :
Ocitno je

A2 A1 DA D A;. ...
Za vsako stevilo, ki ima p-adi¢nost natanko j, velja, da je v mnozici stevil s p-adi¢nostjo
vsaj j ter ni v mnozici stevil p-adi¢nosti vsaj j + 1. Sledi, da je stevil med 1 in n s

p-adi¢nostjo natanko j enako LEJ — L%J Stevila med 1 in n s p-adi¢nostjo natanko j

tako p-adi¢nosti fakultete doprinesejo

AEREY)

faktorjev p. Sledi, da je

11
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2.2 Naloge za vajo

Naloga 2.7
Doloé¢i vse x,y,a,b € Z, za katere velja

a® 4+ 60> = 2% ter b® + 6a® =y

Naloga 2.8

Pokazi, da za vse n € N velja

Naloga 2.9

Naj bosta x,y € N ter naj velja
(z—2y)(1 - 2y) | (2 — 4y +1).

Pokazi, da je |x — 2y| popolni kvadrat.

Naloga 2.10

Naj bo n € N. Vsota vseh pozitivnih deliteljev n je popolna potenca 2. Pokazi, da je
stevilo deliteljev n prav tako popolna potenca 2.

12
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3 Neskoncni spust

Neskoncni spust nam pomaga dokazati, da diofantska enacba nima resitev. Princip je
slede¢: predpostavimo obstoj resitve, ki je na nek nac¢in minimalna, ter nato pokazemo, da
obstaja resitev manjsa od slednje, kar doseze Zeleno protislovje.® Najpogosteje izberemo
resitev z minimalno vsoto, produktom ali pa eno izmed tistih, ki minimizirajo posamezni
clen.

Naloga 3.1
Resi enacbho
23 + 2% = 423

v naravnih stevilih.

Resitev. Denimo, da obstaja nekaj resitev enacbe v naravnih stevilih ter naj bo (xg, yo, 20)
ena izmed resitev z najmanjso vsoto. Ker velja

o+ 25 = 425

sledi, da je xj sod, kar pomeni da je zy sod. Sledi, da lahko zapiSemo zy = 2z, pri ¢emer
se zacCetna enacba glasi
8(x) + 2y = 4z7.

7 analognima argumentoma ugotovimo, da sta yo = 2y; ter zp = 22; soda, kar pomeni,
da velja
v} + 27 = 42

ter o + Yo + 20 = 2(z1 + y1 + 21), kar implicira obstoj resitve, vsota spremenljivk katere
pa je manjsa od resitve z najmanjso vsoto. Dosegli smo protislovje, kar pomeni da enacba
nima resitev. O]

Uporabimo metodo koncnega spusta, da dokazemo znan izrek iz teorije Stevil.

Izrek 3.2: Fermatov izrek o vsoti dveh kvadratov

Naj bo p € P liho prastevilo. Potem je p =1 (mod 4) natanko tedaj, ko obstajata celi
stevili x in y, za kateri je
p=2"+y°

Dokaz. Implikacija iz desne proti levi je ocitna po lemi 1.5. Dokazimo se implikacijo iz
leve proti desni.

Kot prvi korak dokaza pokazemo, da za p = 1 (mod 4) obstaja a € Z, za katerega je
a’ = —1 (mod p). To storimo z uporabo Wilsonovega izreka, ki pravi, da je p prastevilo
natanko tedaj, ko velja (p — 1)! = —1 (mod p).

6Opisani argument ni uporaben izkljuéno v teoriji $tevil; pojavlja se tudi v kombinatoriki pod ime-
nom »protislovje z minimalnim protiprimerom«. Kot namiguje ime, predpostavimo obstoj minimalnega
protiprimera neki domnevi, potem pa dokazemo obstoj manjSega protiprimera. Sledi, da domneva nima
protiprimera, torej je resni¢na.

13
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Stevila v mnozici {1,2,...,p — 1} razdelimo v % parov oblike (7, p—j). Uporabili bomo
naslednjo opazko: produkt komponent vsakega izmed parov je kongruenten —j2 (mod p).
Po modulu p velja torej

1

|

-~

1
0
=

.
=1

o~
E)

]

o,
=

p—1 gt
—1=p-=]]i=][i -1 2
=1 =1 ;

Ker je pT_l sodo stevilo, je zeleno dokazano.
Naj bo X tako celo §tevilo, da velja X? + Y2 = mgp za Y = 1 ter nek mg € N.

Ce je mo = 1, smo kon¢ali, v nasprotnem primeru pa naj bosta u in v taki celi stevili, da
velja

u=X (modmg), v=Y (modmg) in |u|,|v|§?.

7 enostavnimi razmisleki iz modularne aritmetike preverimo, da so Xu + Yv, Xv — Yu
ter u? + v? vsi deljivi z my.
S krajsim ra¢unom lahko preverimo, da velja’

(u? + ) (X2 +Y?) = (Xu+ Yv)* + (Xv — Yu)?

Ker je X2 + Y? veckratnik p, je desna stran deljiva s p. Vsak izraz v oklepajih je prav
tako deljiv z myg, zato sledi

Xu+Yv\? Xv—Yu\?
(B (S22

mo mo

kjer velja m; € N ter

Ce je u = v = 0 bi sledilo, da je m; = 0, kar porusi nas argument. Pokazimo, da se to ne
zgodi za my > 1. Denimo, da sta u ter v oba nic¢elna. Sledi, da sta X ter Y oba deljiva z
myg, od koder sledi

mg | X* +Y? = mgp,

oziroma mg | p. Ker je my # 1 in je p prastevilo, sledi my = p. Potemtakem velja
X2 4+Y? =p? kjer sta X in Y naravni Stevili, ki sta deljivi s p. To je seveda protislovno,
saj je X2 +Y? > 2p?.

Uspelo nam je pretvoriti enacbo oblike X2+Y? = mgp v enacbo oblike X7+Y? = myp, kjer
sta mg > 1 in m; naravni stevili, za kateri velja m; < mg. Postopek ponavljamo, dokler
ne dosezemo m; = 1, ki je nasa zelena ugotovitev. Postopek pa se seveda konca, saj se
koeficienti m; na vsakem koraku strogo manjsajo ter zavzamejo le naravne vrednosti. [

"Gre pravzaprav za poseben primer identitete Brahmagupte. V splosnem za vsa realna Stevila a, b, c,
d in n velja (a? + nb?)(c? + nd?) = (ac £ n - bd)? +n - (ad F be)?.
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3.1 Naloge za vajo

Naloga 3.3: Domaca naloga za MMO, 2022
Naj bodo a, b, c ter d naravna Stevila za katera velja:
a’ +b* + & + d* = 2022!

Pokazi, da so vse spremenljivke veéje od 10%7.

Naloga 3.4

Upostevajoc izrek 3.2 ali drugace pokazi, da lahko vsako naravno stevilo zapiSemo kot
vsoto stirih kvadratov celih Stevil.

Naloga 3.5: Madzarska, 2000

Najdi vsa prastevila p, za katera obstajajo naravna stevila z, y in n, tako da velja

p"=$3+y3.

Naloga 3.6: MMO, 2007
Naj sta a in b naravni Stevili za kateri velja
(4ab—1) | (4a* — 1)

Pokazi, da sledi a = b.
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