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1 Funkcije vec¢ spremenljivk

1.1 Notacija

Standardna baza R" je ¢; = (0,...,1,...,0), kjer se 1 pojavi na i-tem mestu. Definiramo
lahko skalarni produkt vektorjev ter normo vektorja

(z,y) =D miyi ter ||| = /(z,2) = | D af,
j=1 i=0
slednja porodi metriko

dy(,y) = llz —yll, = | D_ (v — 4:)%

1=0

Izrek 1.1: Heine-Borel

K CR" je kompaktna <= K C R" je zaprta in omejena.

Metriki d; in dy na prostoru M sta topolosko ekvivalentni, ¢e inducirata isto topologijo.
Ce pa obstajata a, f € R, da za vse x,y € M velja:

Oédl(l’,y) < dQ(xvy) < Bdl(l‘,y>,

pravimo, da sta mocno ekvivalentni. Hitro pokazemo tudi, da sta mocno ekvivalentni
metriki tudi topolosko ekvivalentni. Da je mocna ekvivalentnost prav tako ekvivalen¢na
relacija vidimo preko naslednjega razmisleka:

dg(l’,y) 1 dl(xvy) 1
1 1
= &dg(l‘,y) > dl(x7y> > EdQ(fL‘yy)

Topolosko ekvivalentnost metrik ||| ter [|-||, je lahko dokazati, saj so odprte krogle v
prvi evklidski kvadrati, v drugi pa standardne krogle.

Lema 1.2: Mo¢na ekvivalenca ||| ter |||,
S preprostimi premisleki v R™ dobimo:
|2llo < ll2lly < Vel

kar prav tako poda ekvivalentnost topologij.

Analogen premislek poda ekvivalenco vseh metrik [|-||, za p € R. Zgornja lema zelo
dobro motivira dejstvo, da se vecina lepih lastnosti funkcij, kot sta na primer zveznost in
odvedljivost, prenese na projekcije funkcij, kot jih definiramo na naslednji strani.
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1.2 Zaporedja

Zaporedje v R™ oznacujemo kot {a,,}, kjer je posamezni ¢len a,, oblike

Naj bo {a,,} zaporedje v R™. Zaporedje konvergira natanko tedaj, ko konvergirajo
zaporedja {a7"},{a}'},. .., {a}. V primeru konvergence velja:

lim a,, = ( lim &, lim af,..., lim a™).
m—oo M (m—>oo 1 mSae 20 " m—o0 ")

Analogni izreki veljajo za obstoj stekaliséa ter za Cauchyjevost zaporedja {a,,}.

Razlika odprte in zaprte mnozice je odprta v R™.

Oris dokaza. O\ Z =0nN Z°. O

Izrac¢un limite oblike

kjer je x € R™ vektor lahko prevedemo na vprasanje o limitah 1-dimenzionalnih funkcij
tako, da najdemo ustrezno C' funkcijo g : R® — R*, ter izra¢unamo njen diferencial v
taki tocki a € R™, da je

gla+x) —g(a) = (Dga)z + f(x)
na neki okolici a. Tako je po definiciji diferenciala zacetna limita enaka 0.

Seveda lahko poljubno limito, ki ni enaka 0 prevedemo na nic¢eno limito podobne
funkcije na trivialen nacin. Tako pristop ni tako ezoteric¢en, kot se morda zdi na prvi
pogled.
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1.3 Zveznost
1.3.1 Zveznost funkcij

Praviloma imenujemo predpise f : R™ — R funkcije, predpise f : R” — R™ pa preslikave.

Definicija 1.6

f:D CR” — R™ima v tocki a € R" limito A € R™, Ce za vsak ¢ > 0 obstaja d > 0,
da za z € D velja:
O<|lz—al <d = |f(z)— Al <e.

Lahko pokazemo, da ima funkcija v tocki a = (ai,...,a,) limito A = (Ay,..., An)
natanko tedaj, ko ima funkcija f; : D — R, ki slika = v j-to komponento f(z), v a limito
A

g

Definicija 1.7

f:D CR" — R™ je zvezna v notranji tocki a € D, ¢e za vsak ¢ > 0 obstaja 6 > 0,
da za vse z € D velja:

e —all <6 = [If(z) - fla)] <e.

Preslikava f : D C R™ — R™ je zvezna v tocki a € D, ko velja standarden e-0 pogoj. Zve-
znost lahko karakteriziramo tudi z limitami zaporedij. Analogno definiramo enakomerno
zveznost. Kot pricakovano je zvezna funkcija na kompaktu enakomerno zvezna.

Trditev 1.8
Preslikava f : K C R" — R, kjer je K kompaktna mnozica, je omejena, doseze ma-

ksimum ter minimum, ter v primeru povezanosti K doseze tudi vse vmesne vrednosti.

Vsota, skalarni veckratnik, produkt ter kompozitum zveznih funkcij D C R™ — R je
zvezna. Projekcija na i-to komponento, ki jo oznac¢imo kot m;, polinomi v n spremenljivkah
ter racionalne funkcije v tockah, kjer imenovalec nima nicle, so zvezne funkcije.

Izrek 1.9

Ce je funkcija f : D — R zvezna v tocki a € D, je tudi funkcija fi : Dj — R, kjer je
fite flar,...,a;-1,t,aj41,...,a,) ter D; = m;(D), ki jo dobimo s projekcijo f na
eno izmed koordinatnih osi, zvezna funkcija v a;.
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Primer 1.10

Zveznost funkcij posamezne koordinate ne implicira zveznosti ve¢dimenzionalne funk-
cije. To ilustrira naslednji primer:

_ 5 (2,y) #(0,0)
d ’y)_{o; (z,9) = (0,0)

Dokaz. f je zvezna na R?\ (0,0). Poglejmo $e komponentni funkciji f(z,b) ter f(a,y). Ce
je eno izmed stevil a, b enako 0 je po definiciji f(z,y) tedaj komponentna funkcija nicelna,
ki je zvezna. Ce sta obe izmed spremenljivk a, b neni¢elni pa sta projekciji prav tako zvezni.
Da f(x,y) ni zvezna pa lahko vidimo, saj je im0 f(x, ) =1 # 0= f(0,0). ]

Nasvet
Ce limita funkcije v R” obstaja, potem je neodvisna od »poti«, po kateri se

priblizujemo tej tocki. V zgornjem primeru vidimo, da ob izbiri poti, ki je premica
x = y dobimo protislovje.

Zal pa obrat zgornjega nauka ne velja - ¢e limita obstaja po vseh premicah, ki potekajo
skozi dano tocko to Se ne pomeni, da dejansko obstaja. To pokaze naslednji primer

Primer 1.11

o= {3 520

0 cerx=y=0

ki ima nicelno limito v (0,0) po vsaki premici z = at ter y = [5t, obenem pa je v vsaki
tocki oblike (¢, ¢?) razlicna od 0.



Hugo Trebse Analiza 2a

1.3.2 Zveznost preslikav iz R” v R™

F: D CR"— R™, kjer je
f ST [fl(x)>vfm(x)]T

Vidimo, da F' dolo¢a m funkcij n spremenljivk.

Trditev 1.12

Naj boa € D C R™. Najbo F = (f1,..., fm): D — R™. Preslikava F je zvezna v a
natanko tedaj, ko so fi,..., fin zvezne v a.

Dokaz. Dokaz je standarden. O]

Zgornji izrek nam omogoca, da se pri zveznosti omejimo le na funkcionale.

Lema 1.13: Linearne preslikave so omejene

Naj bo A : R" — R™ linearna preslikava. Trdimo, da obstaja M > 0, da za vse x # 0
velja

Pravzaprav je omejenost linearne preslikave ekvivalentna njeni zveznosti.

Oris dokaza. sup,. % = sup|, =1 |Az[| = ||A]] < oo, kjer enakost sledi po homogenosti

A, neenakost pa po zveznosti linearnih preslikav (kar z lahkoto preverimo) ter kompaktno-
| Az|| | Az||

stni sfere v IR™. Ker je kolicina sup,egn ‘7 koncna lahko definiramo |Al| = sup,epn el

ki je dejansko norma na R™*™,

Ekvivalenca je iz desne v levo ocitna, iz leve v desno pa jo implicira to, da je linearna

preslikava zvezna natanko tedaj, ko je zvezna v 0, tam pa je zvezna, ker je Lipschitzova.
O

Najbo f : D C R® — R™ preslikava, kislika z = [z1,..., 7,7 v f(2) = [fi(z),..., f{2)]T.
Potem imenujemo funkcijo f; : D C R® — R, ki slika x € R" v 7; 0 (z) = f;(x) j- ta
komponenta funkcija.
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1.4 Odvod in diferencial
1.4.1 Parcialni odvod in diferenciabilnost funkcij

Iz Analize 1 vemo, da je odvod neka limita, diferenciabilnost pa poda neko afino aproksi-
macijo. To podedujemo.

Naj bo @ € D C R" notranja tocka D. Sledi, da obstaja tak r > 0, da so (a1,...,a; —
r,...,an) ter (a1,...,a;+r, ..., a,) znotraj D.
Definicija 1.14

Funkcija f : D € R*" = R je parcialno odvedljiva po spremenljivki z; v tocki a =
(ay,...,a,), Ce obstaja limita

lim f(al’.“’alj—f_h""?an)_f(a17~.-7a/j7'.-7a/n)
h—0 h/

oziroma, ¢e je naslednja funkcija odvedljiva v tocki a;

xzj— flay, ..., x5, ..., a,).

Odvod v tocki a po spremenljivki z; oznacimo kot:

af

o (a) ali fy;(a)

Vse elementarne funkcije so parcialno odvedljive, po vseh spremenljivkah, povsod kjer so
definirane.

Definicija 1.15

f:D CR" — R ter a notranja tocka D. f je diferenciabilna, v tocki a, ¢e obstaja
tak linearen funkcional L : R™ — R, da velja:

fla+h) = f(a) + L(h) + o(h),

kjer je

lim lo(h)] =0
h=0 |[|A

Ce tak L obstaja, je seveda enoli¢no doloen, kar pomeni, da lahko govorimo o diferencialu
funkcije v doloceni tocki. Diferencial funkcije f v tocki a oznacujemo kot L = (Df)(a)
ali kar (D fa).
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Trditev 1.16

Ce je funkcija f : D € R® — R diferenciabilna v notranji tocki a = (ay, . .., a,), potem

f zvezna v tocki a ter je f v a parcialno odvedljiva po vseh spremeljivkah.

Pri tem velja, da je za h = (hy, ..., hy,):
of

(Dfa)(h) = g (@ + -+

of
ox,,

(a)hy,.

Opomnimo, da ker linearni funkcional zapisemo kot 1 x n matriko, ter vektor kot n x 1
matriko, potem izracun linearnega funkcionala ustreza »skalarnemu produktu« vrstice in
stolpca. ZapiSemo:

9
833'1

of

,...,axn

(Dfa) = [=—(a) (a)] ter h=[hy,... k",

ter
(Dfa)(h) = (Dfa)" - h.

Oris dokaza. Zveznost f v a je o¢itna. Naj bo L = (ly,...,1,) ter h = (hy,0,...,0), kjer
hy # 0. Sledi:

+h) — h
fla+h) = f(a)+l1hi +o(h) = /a h) /a) :l1+0}(l),
1 1
i J@th) —fla) _ .
h1—0 hq
Analogen postopek dokaze odvedljivost tudi v ostalih komponentah O]

Primer 1.17

Ali je funkcija, ki je parcialno odvedljiva v vseh spremenljivkah tudi diferenciabilna v
dani tocki? Naj bo

) = ity (2,9) #(0,0)
fey) {o; (z.4) = (0,0)

Ta funkcija je parcialno odvedljiva v obeh spremenljivkah. Velja %(0,0) = 0 ter

%(0, 0) = 0. Ker pa funkcija f ni niti zvezna v (0, 0), ne more biti tam diferenciabilna.
y
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Primer 1.18

Opazujmo se
et (,9) #(0,0)

Jent)= {3; (2,9) = (0,0)

f je gotovo zvezna v R?\ {(0,0)}. Ce zapiS$emo v polarnih koordinatah je

2r cos(p)?sin(p);r > 0

f(rcos(ie),rsin(i)) = {O; o

Ni tezko preveriti, da je f parcialno odvedljiva povsod v obeh spremenjivkah. Ce bi
bila f diferenciabilna v (0,0) bi bil df(o) = [0,0]. Toraj bi moralo veljati, da je

f(h, k) = £(0,0) + dfo,0)[h, k]" + o(h, k).

Ker sta prva dva sumanda nicelna je f(h, k) = o(h, k). Sledi, da naj bi bilo

: f(hE) |21 cos()? sin(p)]
lim ——==0= im ,
(h,k)—=(0,0) \/h2 + k2 (h,k)—(0,0) r

kar je protislovno.

Izrek 1.19

Naj bo f : D C R"™ — R funkcija in naj bo a € D notranja tocka. Denimo, da je
f parcialno odvedljiva po vseh spremeljivkah v okolici tocke a in so parcialni odvodi
zvezni v a. Tedaj je f diferenciabilna v a.

Oris dokaza. Dokazemo za n = 2, saj profesor trdi, da je dokaz v splosnem analogen.
Naj bo a = (a,b) ter (h, k) tak, da je ||(h, k)| < e. Sledi

fla+h,b+k)— f(a,b) = fla+h,b+k)— fla,b+k)+ f(a, b+ k) — f(a,b) =
= fo(a", 0+ k) -h+ f,(a,b") - k = fo(a,b) - h+er1(h, k) + fy(a,b) -k + ex(h, k) =
= fi(a,b) - h+ f,(a,b) -k,

kjer druga enakost sledi po dvakratni uporabi Lagrangevega izreka, tretja pa po zveznosti
parcialnih odvodov. O

10



Hugo Trebse Analiza 2a

1.4.2 Visji parcialni odvodi

Naj bo f : D C R* — R funkcija in je D odprta. Denimo, da je f parcialno odvedljiva
po vseh spremenljivkah na D. Sledi, da so f,,,..., fs, tudi funkcije n spremenljivk, Tudi
te so lahko parcialno odvedljive.

Preprosti zgled poda domnevo, da je (f;)y = (fy)s. Mesani odvodi so enaki oz. operatorji
odvoda komutirajo.

Izrek 1.20

Naj bo f : D € R" — R parcialno odvedljiva po spremenljivkah z; in x, v okolici

totke a € R™. Naj sta parcialna odvoda 2L ter % zvezna v okolici tocke a ter sta

8:l‘j
2 2 . v . . Vv .
prav tako 88 g 9 obstojeca ter zvezna v okolici a. Potem sta odvoda v tocki
10T Ox;0xy,

a enaka:

- ter
J

*f Q) = *f "
6a:j8xk - 81:,68%

Oris dokaza. Dovolj je dokazati za funkcije dveh spremenljivk, saj pri parcialnem odva-
janju vzamemo vse ostale spremenljivke za konstante. Definiramo

J=fla+hb+k)— fla+h,b) — fla,b+k)+ f(a,b)
ter
g(x) = f(x,b+k) = f(z,0) = J =gla+h)—gla)

Po Lagrangevem izreku obstaja tocka z* med a in a + h, da velja J = ¢'(z*)h = h -
%(m*, b+k)—h- %(w*, b), po ponovni uporabi Lagrangevega izreka dobimo

0 f

J =hk-
Oyox

(@*, y").
Enak postopek ponovino na funkciji

p(y) = fla+hy) = fla,y) = J =p(b+k)—h(b),

ter dobimo J = hk - aajgy(x**,y**). Ker smo izbrali nenicelna h, k za ustrezno majhen
Vh? 4+ k? velja
€T =
OyOx Y Oxdy

9% f 0% f
O0xdy ter Oyox

(x**7 y**)'

Ker pa smo predpostavili, da sta zvezna, sledi Zelena enakost. O

11
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1.4.3 Diferenciabilnost preslikav
Definicija 1.21

Naj bo F': D C R™ — R™ preslikava ter a € D notranja tocka. F' je diferenciabilna v
a, ¢e obstaja linearna preslikava L : R™ — R™, da velja

F(a+h)=F(a)+L-h+o(h), kjer limM:O,
h=0||A]|

Z analognim argumentom kot pri zveznosti pokazemo, da je diferenciabilnost preslikave
F' v a ekvivalentna diferenciabilnosti m-koordinatnih funkcij v tocki a

Trditev 1.22

f D — R™ je diferenciabilna v tocki e € D, natanko tedaj, ko so diferenciabilne
komponentne funkcije fi(x) : D — R, za katere velja:

fi(z) =mio f(z)

Podobno lahko pokazemo, da ¢e so komponentne funkcije parcialno odvedljive v a po vseh
spremenljivkah ter so parcialni odvodi zvezni v a, potem je f diferenciabilna v a.

Naloga 1.23

Tangentna ravnina na graf funkcije f: R? — R v tocki (zo,yo) je dolocena z enacbo

af of

z = f(zo,%0) + (Tx(xo’ Yo) (2 — o) + a*y(l’o’yo)(y — %)

Tako je prazvaprav podana s tocko f(zg,yo) ter normalnim vektorjem

0 0
[ai('xm y0)7 a?J;(an 3/0), _1]T

Trditev 1.24: Jacobijeva matrika

Matrika linearne preslikave L : R®™ — R™ iz definicije diferenciabilnosti preslikav je
oblike:

[on  on o |
o1 Oz ot OTn
L= (Df)a)= |2 o o
Ofm  Ofm Ofm

L Oz 0z ot Oz, |

Kot trivialna posledica trditve 1.4.3 sledi, da ¢e so vse komponentne funkcije preslikave

12
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f :R™ = R™ parcialno odvedljive po vseh spremenljivkah, ter so parcialni odvodi zvezni,
potem diferencial obstaja.

Trditev 1.25

Ceje f: D C R* — R™ diferenciabilna v tocki a ter je g : D' C R™ — RP diferencia-
bilna v tocki f(a), potem je g o f diferenciabilna v a ter velja:

(Dg o f)(a) = (Dg)(f(a)) - (Df)(a)

Dokaz. Dokaz je standarden. O]

Kot zanimivost omenimo, da lahko na prostoru matrik definiramo normo [|A|| = /3> a7 ;,
kjer vsota tece po vseh ¢lenih. Upostevajo¢ Cauchy-Schwartzevo neenakost lahko po-
kazemo, da je [|[AB]|| < ||A]||B||, kar nam omogoc¢a, da npr. izra¢unamo diferencial
preslikave X +— X? na prostoru kvadratnih matrik v poljubni matriki.

13
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1.5 Inverzna in implicitna preslikava

1.5.1 Inverzna preslikava
Definicija 1.26

o Preslikavi pravimo C?, ¢e so vsi parcialni odvodi vseh koordinatnih funkcij zvezni
na definicijskem obmocju.

o Preslikava je difeomorfizem, ¢e je obrnljiva diferenciabilna preslikava katere in-
verz je diferenciabilna preslikava.

Primer 1.27

Funkcija F' : R — R definirana z F : x — 23 je C! ter ima globalen inverz, a ta ni
zvezen v 0.

Izrek 1.28: O inverzni preslikavi

Naj bo © C R™ odprta mnozica in f : Q — R™ razreda C!. Naj bo a €  in naj bo
(Df)(a) : R™ — R™ izomorfizem (obrnljiva matrika). Potem obstaja okolica U tocke
a ter okolica V tocke f(a), da je f |y: U — V difeomorfizem.

Po znanem postopku dokazemo, da je

-1

(D((f 1) ™) W) = ((DF k) (')

Velja, da je ®~! lokalni inverz.

Komentar 1.29

V tockah (a,b), kjer je (Df)(a,b) =0 f ne more biti lokalni difeomorfizem, saj dife-
rencial odvoda ne more biti definiran.

Naloga 1.30
Denimo, da imamo preslikavo F' : (z,y) — (p1(z,y), p2(z,y), kjer sta p; in ps polinoma

je
v dveh spremenljivkah. Kaksna je povezava med tockami (a, b), v katerih F' ni lokalni
difeomorfizem ter resitvami sistema enacb F(x,y) = F(a,b) = (Co, Dy)?

Regitev. 'V 2-D primeru v tocki (a,b) F' ni lokalni difeomorfizem, ¢e je determinanta

F(a,b) Fr(a,b)

matrike | % Oy nicelna. Sledi, da sta vrstici linearno odvisni. Obenem
Op2 Op2
ela,b) F2(a,b)

14
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imamo sistem:

Opa apz@ —0

pa(x,y) =Dy = —— + =

oxr Oy Ox

Ker sta vrstici matrike linearno odvisni je zgornji sistem »underdetermined«, zato nimamo

enoliéne reSitve za sistem.

Izrek 1.31: Hadamardov izrek o globalnem inverzu

[]

Naj sta M, ter M, gladki povezani n-dimenzionalni mnogoterosti. Ce je f : M; — M,

C! funkcija ter je:
o f je proper.
» Jacobijeva matrika f je povsod obrnljiva.
o Ms je simply connected.

Potem je f homeomorfizem ter zato globalno obrnljiva.

Komentar 1.32

Posebni primer zgornjega relativno naprednega izreka je sledece: Ce je f : R® — R”
gladka preslikava, ki ima povsod obrnljivo Jacobijevo matriko, ter je f proper., potem

je f homeomorfizem - ima gladek globalen inverz.

Preslikava med topoloskima prostoroma je proper, ¢e je praslika kompaktne mnozice
prav tako kompaktna. Za metricne prostore je to ekvivaletno temu, da za vsako
zaporedje {x,} ki pobegne proti neskon¢nosti (v vsakem kompaktu je kve¢jemu konéno

mnogo clenov {z,}), tudi zaporedje {f(x,)} pobegne proti neskon¢nosti.

15
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1.5.2 Implicitna funkcija

Ce imamo sistem enach:
1T+ o Ty + By + o+ BimYm =0

=0
Oy 177 + -4 Ay nTn + Bm,lyl + -+ Bmﬂnym =0

je resljivost slednjega za vsako izbiro vektorja x = (xy,...,7,)T odvisna od nenicelnosti
Biax - Bim
determinante matrike: : : saj je sistem ekvivalenten
ﬁm,l s 5m,m
lglz + [Byly =0 = y = —[B] Haylz

Motivira nas iskanje resitev nelinearnih sistemov enacb. Denimo, da imamo zadosti lepo
funkcijo f(x,y) ter enac¢bo f(z,y) = 0. Zeleli bi graf tock, ki zadoscajo enacbi v okolici

poljubne tocke (a,b) zapisali kot graf funkcije y = p(z). Geometrijski razmislek pove,

da v primeru g—i(a, b) = 0 to ne bo vedno mogoce. Is¢emo zadosten pogoj za obstoj take

funkcije.

Izrek 1.33: Osnovna oblika izreka o implicitni funkciji

Naj bo D odprta podmnozica R? ter (a,b) € D. Naj bo f € C}(D) ter velja:
e f(a,b)=0
» Gi(a,0) #0

Sledi, da obstaja § > 0 ter ¢ > 0, da je (a —d,a+6) x (b—¢e,b+¢e)=1xJ C D, ter
da obstaja enoli¢no dolodena C* funkcija ¢ : I — J, za katero velja:

« pla)=b
« V(z,y) el xJje f(z,y) =0 <= y=0p()

Sledi, da so resitve enacbe znotraj pravokotnika natanko tocke grafa y = ¢(x). Ker je

folz, (x))

[ @(@) =0 = ¢(@) = =520
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Definicija 1.34

Naj bo F : R™*™ — R™ preslikava razreda C'. Ce je preslikava z — F(z,y) odvedljiva
za nek fiksen y € R™, potem oznac¢imo njen odvod kot

8f1 Bfl
aF ox1 Oz
55 () = (D=F))(@,y) =

Ofm Ofm

oz T Oy,

Cejef:(xl,...,xn,yl,...,ym) = (i@, T Yty Ym)s s (T, e T YLy e Ym))s
potem je

o0i(a,b) §8(ab) S0 (a,b)
L(a,b) §2(ab) 0% (q,b)
(Dxf) (a’ b) _ Ox1 ' Oxo Oxn
e(a,b) F2(a,b) ... §2(aD)
ter analogno za (D, f)(a,b). Sledi, da je
g—ﬁ(mb) %(a, b) g—?ﬁ(a, b) ... ggﬁl(a, b)
(Df)(a,b) =
Le(ab) .. $2(a,b) %(a,b) gyi;

Izrek 1.35: Izrek o implicitni funkciji

Naj bo D°%- C R™ x R™ ter (a,b) € D. Naj bo F': D — R™ razreda C*(D) ter:
e F(a,b)=0
» det((Dyf)(a,b)) = det(§(a,0)) #0,

potem obstaja okolica U tocke a ter okolica V' tocke b, da je U x V C D ter taka
enoli¢no dolo¢ena C! preslikava ¢ : U — V, da velja:

« pla)=b
e V(z,y) eU xVije F(z,y) =0 <= y = ¢(z)
o (Dy)(z) = —(DyF)(z,y)* o (D,F)(z,y) v ustrezno majhni okolici (a, b).

Dokaz. Dokazemo ga z uporabo izreka o inverzni preslikavi. O

Izrek nam pove naslednje: Ce imamo m funkcij n+ m spremenljivk in Zelimo resiti sistem
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enach
filze, .o Y1, Ym) =0
fo(@1, o xn,yr, .o ym) =0
za spremenljivke yq, ..., Y, - Zelimo izraziti vsak y; kot funkcijo spremenljivk {z; }1<i<p.

Ce so vse {fi}1<i<m v okolici tocke (a,b) razreda C' ter velja f;(a,b) = 0 za vse i in je

[0 P P) 1
a—i(a, b) aTj;;(a’ b) ... a;; (a,b)
G2(a,b)  §2(a,b) 52 (a,b)
p) ) 5 ) U Oy W
(Dyf)<a7b) _ | On | 2 Yy
dfm Ofm Ofm
%(a,b) Yn(ab) .. Yn(ab)
obrnljiva, potem obstajata okolici U tocke a ter okolica V tocke b, da za vsak (x1,...,x,) €
U obstaja natanko en (yi,...,ymn) € V, ki resi zeleni sistem enacb. Funkcije, ¢1,. .., @m,
ki tocki (xy,...,r,) priredijo koordinato y; = o;(x1,...,,), pa so prav tako razreda C!.

1.5.3 Vaje

Naj bosta x € R™ in y € R™ ter preslikava f : R™ x R” — R™. Enakost f(x,y) = 0
dolo¢na n enach. Ce je f razreda C"2'. Zelimo izraziti y kot funkcijo « (ali ekvivalentno
vsakega izmed y; kot funkcijo komponent vektorja z). Izrek o implicitni funkciji nam
pove, da v primeru det(%(a, b)) # 0, kjer je % desni n x n blok n x m matrike (D f)(a,b),
taka C" funkcija ¢ obstaja.

18
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1.6 Gladke podmnogoterosti

Motivira nas koncept krivulje v R?, ki jo lahko razumemo na ve¢ nac¢inov: graf funkcije,
mnoZica nicel funkcije ali pa pot (preslikava f : I — R?).

Mnogoterost bomo definirali kot analog druge definicije krivulje zgoraj, nato pa pokazali
povezavo med temi razlicnimi perspektivami.

Naloga 1.36

Naj bo S zaprta mnozica v R" ter f : z — d(x,S), kjer je razdalja evklidska. Pokazi,
da je f zvezna ter {z € R"| f(z) =0} = S.

Ker ne zelimo, da so vse zaprte mnozice mnogoterosti, je naslednja definicija naravna.

Definicija 1.37
Tocka a € RP je reqularna tocka funkcije f : RP — RY, e je f C! na okolici a ter je
(D f)(a) najvedjega moznega ranka (min{p, q}).

Ce je p < q je (Df)(a) injektivna, ¢e pa je ¢ < p pa je (Df)(a) surjektivna.

Definicija 1.38

Gladka podmnogoterost dimenzije m v prostoru R" je mnozica M z naslednjo lastnostjo:
za vsak a € M obstaja funkcija F': R® — R"™™ ki je regularna na okolici O tocke a,
ter velja, da je

MNO={x|F(x)=0}n0O.

V okolici tocke a je M tako mnozica nicel neke regularne funkcije.

Primer 1.39

Ceje f : R™ — R" ™ razreda C' na odprti mnozici O, potem je graf te funkcije gladka
m-~dimenzionalna podmnogoterost.

Izrek 1.40

Ce je M m-dimenzionalna gladka podmnogoterost, potem je lokalno graf C' funkcije.
Natancneje, za vsako a € M obstaja okolica a ter ustrezna preureditev koordinat M,
da je M graf funkcije f : R™ — R" ™™ razreda C!.

Oris dokaza. Sledi po izreku o implicitni funkeiji. O
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Komentar 1.41

Denimo, da naso mnogoterost definirajo ni¢le polinomskega funkcionala p(xy, ..., z,)
s ¢lenom stopnje 1 (npr. y = x?), ki je maksimalnega ranga v okolici tocki (0, ..., 0).
Isto mnogoterost definira tudi enacba p(z1,...,r,)* = 0, a Jacobijeva matrika slednje

ni polnega ranka, saj so vsi parcialni odvodi, evalvirani v 0, enaki 0 (Jacobijeva matrika

fx,y) =y* —a° je [0,0] v tocki (z,y) = (0,0)).
Sledi: Neobrnljivost diferenciala ni zadosten pogoj, da mnozica v dani tocki
ni mnogoterost.

Izrek 1.42: Obstoj lokalne parametrizacije

Naj bo M gladka m-dimenzionalna mnogoterost v R” ter a € M. Obstaja funkcija
¢ : R™ — R" ki je regularna na odprti mnozici G C R™, da je ¢(G) okolica a v M.
Obstaja tudi funkcija P : R® — R™, ki je C! na okolici a € R, ki zadosc¢a

P o ¢ = I na okolici Pa € R™ ter
@ o P = I na okolicia € M.

Opozorimo, da je ¢(G) okolica a znotraj M, tj. obstaja okolica G, € R", da je G =
M N G,. Inverzna funkcija P je definirana in razreda C! na G, a njena restrikcija na M
je prava inverzna funkcija .

Oris dokaza. Po izreku 1.6 obstaja funkcija f : R™ — R™™, da je na okolici a G,, M
{z | z; = fi(T) Vi > m}, po ustrezni permutaciji koordinat. Nastavimo ¢ : ¢ — (¢, f(¢)
o¢itno je ¢ polnega ranga v okolici a. P : ¢+ ¢ pa je njen inverz.

Y

LI |l

Komentar 1.43

Kombinacija zgornjega in spodnjega izreka poda dobro metodo za dokaz, da mnozica
ni mnogoterost. Ce najdemo funkcijo ¢ : R™ — M, ki je regularna v tocki to, potem
mora ta funkcija biti lokalna parametrizacija mnogoterosti M v tocki ¥(tg), ki pa je
po zgornjem izreku obrnljiva. Ce pa z uporabo izreka o inverzni preslikavi ugotovimo,
da ¢ ni obrnljiva, potem sledi, da M ni mnogoterost.

Izrek 1.44

Naj bo M gladka podmnogoterost dimenzije m v R"”. Naj bo ¢ : R™ — M regularna
v to. Potem je ¢ lokalna parametrizacija M v a = ¢(t).

Seveda je nujno, da funkcija ¢ slika v M, saj bi v nasprotnem primeru v (%y) lezala zunaj
mnogoterosti, kar je seveda nemogoce za parametrizacijo.

20



Hugo Trebse Analiza 2a

Dodatek

A Norme na matrikah

Kot v prvem poglavju definiramo naslednjo normo na matrikah:

[ Az]

veRm 220 ||2]|

1Al =

Oris dokaza. Ker so linearne preslikave zvezne (hitro dokazemo po definiciji) ter ker je
enotska sfera kompaktna sledi, da funkcija x — ”ﬁi T'” manjsa od neke realne konstante, kar

je bilo treba dokazati. Pozitivna definitnost ter homogenost norme sta ocitni, trikotniska
neenakost pa sledi po naslednjem razmisleku:

I(A+ B)Az| _ <||A:v|| N ||Bw||> < su | Az||
reR™

el ]

A
+ o 1401

S U (1 een [zl wern lyll

[AB]| < lA] I B[ -

Kot vemo, norma inducira metriko. Sledi, da lahko govorimo o prostoru matrik kot o
metricnem prostoru. Velja:

o Ceje A€ GL,(X),B € L(X) ter je

1
A= B|| < ==
A=

potem je B € GL,(X). V posebnem primeru je GL,X odprta.

e Preslikava A — A~! je zvezna.

JAl < [ a2 <n- Al
,L’J
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Oris dokaza. Upostevajo¢ Cauchy-Schwartzevo neenakost velja:
n

i=1

| Aa|? = (i&amx») <y ((ioa?p(ki >) < (za?j) ]

i=1 j=0 —1

Druga neenakost sledi po opazovanju najvecjega elementa matrike.

O

Topologija prostora L£L(R) je enaka, ¢e uporabimo operatorsko normo na L(R)

ali pa evklidsko normo na R"2,
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