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1 Dve topoloski lemi

Preden zacnemo, navedimo dve uporabni »topoloski« lemi.

Lema 1.1: VloZeni intervali

Naj bo {I, }nen zaporedje intervalov, za katerega velja
I,..C1I, ter nll_)IIQlo len(I,) =0,
potem obstaja edinstvena tocka A € R, da je

VneN:\el,.

Lema 1.2: Kompaktnost zaprtega intervala

Vsako pokritje zaprtega intervala ima konéno podpokritje.

Oris dokaza. Supremum mnozice tock, ki jih lahko dosezemo z kon¢no unijo okolic. [
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2 Limite

2.1 Zaporedja

Naj bo A poljubna stevilska mnozica. Potem je s supremum A, ce je:

e s je zgornja meja A

o Ve > 0 velja, da s — € ni zgornja meja A

s je limsup,,_, . an, Ce:

e a, < s velja za neskonc¢no n € N

e a, > s za kvec¢jemu koncno n € N

Standardni nacini dokazovanja konvergence zaporedja so:
o Definicija: 34 € R\Ve > 0.3...
« Cauchyjeva lastnost: Ve > 0.3N € N. Vm,n > N : |a,, — a,| < €

e« Monotona konvergenca : Vsako omejeno monotono zaporedje je konvergen-
tno.

e Izrek o Sendvicu: a, <b, <c,.

lim a, = lim ¢, =L = lim b, = L.
n—oo n— oo n—oo

Konvergentna zaporedja lahko ¢lenoma sestevamo ter mnozimo ter ohranjamo limite,
delimo pa lahko le v primeru nenicelne limite.

2.1.1 »Orodja«

Ce je {7, }nen zaporedje pozitivnih!'stevil, ki konvergira k X, potem naslednji zaporedji
konvergirata k X:

{12 2}, oy ter {

$1+$2+"'+$n}
n neN

Oris dokaza. By telescoping, za vsak € obstaja k, da je ’% T — X’ <ezavsen >k,

'Pogoj pozitivnosti ni potreben za konvergenco zaporedja aritmeti¢nih sredin.
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]?_

k=l x| < e, zakljucimo z trikotnisko neenakostjo. O

hkrati za nek n velja ’% >

Naj bo {z, }nen zaporedje pozitivnih Stevil. Potem za L € [0, oo]:

lim 22— [ — lim /7, = L

n—oo . n—00

Obratna implikacija zgornjega izreka ne velja, kar dokaze zaporedje

1; ¢e je n lih

{2; ¢e je n sod
Ty =

Ce za zaporedji realnih stevil velja lim,, .., a,, = 1 in lim,, ., b,, = 0o, potem velja:

bn — Jim el@nDbn

lim a
w0 n—00

n—oo

Naj bo lim,, s a, = lim, o b, = 0, ter {b,} padajoce (od nekega indeksa naprej).?
Ce obstaja prva izmed naslednjih limit, potem obstaja druga ter sledi:

. Gp
= lim —

1. an+1 — Qp
n—oo b

n—00 bn+1 — bn

2 Analogna trditev velja tudi v primeru lim,,_, ., b, = oo ter {b,} naraséajoce od nekega indeksa dalje.
V tem primeru ni potrebno niti, da je {a,} konvergentna.
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2.2 Vrste

Standardni nacini dokazovanja konvergence stevilske vrste so:
+ Po definiciji: Stevilska vrsta konvergira <= konvergira zaporedje delnih vsot.
« Cauchy: Stevilska vrsta konvergira <= zaporedje delnih vsot je Cauchy.
« Primerjalni kriterij: Ce 0 < a,, < b,,, potem:
T 221 by konvergira = 3772, a,, konvergira.
T 32, a, divergira = Y22, a,, divergira.

o Potreben pogoj za konvergenco vrst:
Ce lim,,_,o a,, # 0, potem vrsta >_>° ; a,, divergira.

Za pogoste vrste lahko parametriziramo konvergenco:

Naslednji vrsti konvergirata za ¢ > 1 ter divergirata za ¢ < 1:

z::% ter z::

1

Malo manj standardni postopki za evalvacijo stevilskih vrst:

o Interpretiraj vrsto kot Riemmanovo vsoto.

2.2.1 »Orodja«

Pri dokazovanju konvergence sStevilskih vrst se lahko posluzimo tudi naslednjih »orodij«:

Naj bo 3°° , a,, vrsta z pozitivnimi ¢leni. Sestavimo zaporedje: ¢; = /a;>.

« Ce obstaja ¢ < 1, da velja ¢; < ¢ < 1, potem Y oor, a, konvergira
e Ce velja ¢; > 1, potem > 77, a,, divergira.

Ce {c;}ienw konvergira k L < 1 (oz. L > 1), potem vrsta konvergira (divergira).

Dokaz. Primerjamo z geometrijsko vrsto. O

3 Analogna trditev velja za zaporedje d; = %
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Naj bo >>>° ; a,, vrsta z pozitivnimi ¢leni. Sestavimo zaporedje: r; =1 - (a“j — 1).
T

+ Ce obstaja ¢ > 1, da je 7; > ¢ > 1, potem >.°°, a,, konvergira
o« Ce velja 7; < 1, potem Y°° | a,, divergira.

Ce obstaja r = lim;_,o, 73, potem za r > 1 (oz. r < 1) vrsta konvergira (divergira).

Dokaz. Izrek dokazemo za prvi dve tocki, v limitnem primeru je analogen.
Denimo r; > ¢ > 1. Sledi: Vi € N:i-(a; — a;+1) > q - a;41. SeStejmo n takih neenakosti:
n+1

i(a; —ai1) > gy a;
i=1 i=2

n n+1
<Zai> =N Gpy1 > qzai
i=1 i=2
n+l n+1
(Zai) +q-a—(n+1)-app > qzaz’
i=1

i=1
q-a (n+ 1an1 S

1+ — e
?:—1—11 Q; ?;11 Q;
q-a1
1+ ==—24¢
Z:Zﬁ Qa;

Ce je 1%°, a; = 0o se leva stran neenakosti pribliza 1 poljubno blizu, kar je v protislovju
z ¢ > 1. Drugo tocka sledi, saj je tedaj izraz na levi v 4. vrstici neenakosti manjsi od 1,

kar implicira fz'—j:ll < any1, kar dokaze divergentnost po primerjalnem kriteriju. O

Naj bo {a, }nen strogo padajoce zaporedje nenegativnih realnih stevil. Potem:

(0.9} o
Z a, konvergira <= Z 2"agn konvergira.

n=1 n=1
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2.3 Vrste z negativnimi cleni

Vrsta je absolutno konvergentna, ¢e konvergira vrsta z absolutno vrednostjo ¢lenov ter
pogojno konvergentna, ¢e konvergira, a ne absolutno.

Naj bo {a, }nen padajoce zaporedje z limito 0. Potem konvergira vrsta

i(—l)’az

=1

2.3.1 Preureditve vrst

Vsaka preureditev absolutno konvergentne vrste je absolutno konvergentna k isti limiti
kot zacetna vrsta. Za pogojno konvergentne vrste velja sledece:

Ce je ¥, a, pogojno konvergentna, potem za vsak A € R* obstaja bijekcija 7 : N —
N, da je:

Zl aT(n) =A

Oris dokaza. Definiramo p;, ter n; zaporedoma kot vsoto pozitivnih ter nasprotnih vre-
dnosti negativnih ¢lenov do k-tega indeksa.

Velja s = pr. — n ter da py + ny divergira, sledi, da divergirata
o) o0
Z p; ter Z n;.
i=1 i=1

Sedaj konstruiramo zaporedje {my,mao, ...}, kjer je m; najmanjSe naravno stevilo, da je
St p; > A, mg najmanjse, da je Y7 p — Yot n; < A ter analogno naprej. Bijekcija se
ponuja sama, prav tako je limita ocitna. O

‘R =RU{—00, 00}
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3 Zveznost

Definicija 3.1: Karakterizacije zveznosti

e Definicija: Ve >0.30 > 0...
« Zaporedja: f zvezna v a <= V{a,} = A:{f(a,)} — f(A4)

o Limite: f je zvezna v a <= f ima limito v a, ter je limita enaka f(a)

Pogosto je najlazje pokazati zveznost z uporabo € — ¢ delfinicije, nezveznost pa z konstru-
iranjem zaporedja, katerega slike ne konvergirajo k sliki limite.

Nasvet : Uporaba zveznosti

e f zvezna na kompaktu = f enakomerno zvezna, kar pomeni:

Ve >0.36 > 0.z,2' € Dy.
@ —z[ <6 = |f(a) = fl@)l <e

o Zvezna funkcija na kompaktu je omejena ter doseze vse vrednosti slike.

Oris dokaza. Dokazemo le drugo tocko, prva je hitra posledica kompaktnosti zaprtega
intervala. Omejenost sledi, ker obstaja zaporedje s slikami proti neskoncno, to zaporedje
je omejenno, kar pomeni da ima konvergentno podzaporedje, doseganje vrednosti med
minimumom in maksimumom sledi po obravnavi s = sup{z € Dy|f(z) < c} ter f(s).
Za minimum ter maksimum uvedemo pomozno funkcijo g(z) = m, kjer je M =
sup{f(y)|ly € Dy}, ki je zvezna na Dy, posledicno omejena, kar vodi v protislovje. O

Nasvet : Dokazovanje zveznosti

o Zveznost je lokalna lastnost = lahko se omejimo na poljubno majhno okolico.

o f ima omejen odvod v okolici a = f je enakomerno zvezna v a.

Nasvet

Lokalne lastnosti, kot so definiranost, zveznost, odvedljivost ter posplosena integrabil-
nost zaradi pola pogosto lazje dokazemo na zaprtem intervalu. Ce je slednji poljubno
velik pa pravzaprav sledi, da je funkcija zvezna/odvedljiva na poltraku, kar hitro vi-
dimo po protislovju. Klasi¢ni primer je naslednja implikacija:

Ve > 0 je f zvezna na (a +¢,b) = f zvezna na (a,b)
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Primer 3.2: Odvedljiva funkcija z nezveznim odvodom

8] =

2 (LY. 0
f(z) = {g s ZJk 0 Odvod v nicli je 0, v 2 # 0 pa 2z sin(2) + cos(2).
: T =

f ima limito pri a <= [ je Cauchy pri a: Ve > 0.30 > 0.Vz,2" € Dy :

lz —al <dAN|2 —a|<d = |f(x)— f(2))| <e

Naj sta f, g odvedljivi na (a,b)® ter Vo € (a,b) : g(z) # 0 A g (x) # 0. Naj bo
lim,, f(x) = lim,, g(x) = 0. Ce obstaja prva izmed naslednjih limit sledi:

1) _ I

lim
zla ¢'(z)  =la g(2)

Analogen izrek velja ko je lim, |, g(z) = o0, tedaj ne zahtevamo obstoja limite f v a.

Naj bo lim, ., f(x) = 0 ter lim, ., g(x) = co. Potem:

lim (1 + f(x))g(x) — olimea f(2)g(@)

Tr—a

Oris dokaza. lzrek o sendvicu z limito, ki definira e. O

5Pozor, odvoda funkcij morata biti definirana na neki (enostranski) okolici a, definiranost odvodov
samo v a ni zadosti.

10
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4 Odvod

Odvod je limita diferen¢nega kvocienta, difernciabilnost (ki je ekvivalentna odvedlji-
vosti) uvedemo zgolj za dokaz formule odvoda kompozituma.

Naloga 4.2

arctan’(z) = ter arcsin’(z) =

Naj bo f zvezna ter odvedljiva na [a, b]. Potem obstaja A € [a, b], da je

f(b) = fla) = f'(N)(b—a)

Oris dokaza. p(x) = f(x) — f(a) — A(x — a) za tak A, da je p(b) = 0. Funkcija je zvezna

na kompaktu, posledi¢no ima minimum ter maksimum. O

Naj bo f : [a,b] — R odvedljiva ter f'(a) < f'(b). Potem za vsak ¢ € [f'(a), f'(b)]
obstaja A, da je f'(\) = c.

Oris dokaza. Za c € {f'(a), f'(b)} o€itno, za vmesne ¢ vpeljemo zvezno funkcijo ¢(z) =
f(z) — cz, ki na kompaktu doseze minimum ter maksimum. O

4.1 Geometrija odvoda

o fima v clokalni ekstrem, ¢e v neki € okolici ¢ ni nobene tocke, ki ima sliko vecjo
od f(c).
o Odvedljiva funkcija ima v lokalnem ekstremu niclo odvoda.

o Predznak prvega odvoda dolo¢i padajocost/narascéajocost.

11
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5 Integral

5.1 Nedoloceni integral

Zaradi estetskih razlogov se bomo izognili pisanju +C' po vsakem nedolocenem integralu.

Naloga 5.1: Standardni

JE w2 tan(a)

x sin(z)

[\

Naloga 5.2: Koreni

/dx — arcsin (:v)
JE =2 .

Pri naslednjih dveh integralih privzamemo a > 0:

:ln‘x—l—\/m‘ :ln‘x—l—M‘

/ dx / dx

Sedaj ne zahtevamo ve¢ a > 0.
[VETE dr = (+V@ T2 + (V4 4 1))
/m dr = ; (x\/m + a? arctan(
/Md:p =

ﬁﬁ
(2va? =@ - @ In(z + Va? — ?))

N | —

Naloga 5.3: Obratne vrednosti kvadratov
/ dx 1 N (ax)
———— = —arctan | —
a’z?> +b>  ab b

dx 1 ax ax
— = — . (1 —+1) -1 l=—
/b2—a2x2 2ab (Og<bjL ) og< b)>

12
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Naloga 5.4: Integriranje racionalnih funkcij

Imenovalec racionalne funkcije razcepimo na produkt potenc linearnih in kvadratnih
¢lenov, potem priénemo razcep na parcialne ulomke na naslednji nacin:

Vsak faktor )k v imenovalcu za ustrezne konstante Aq, ..., A prispeva:
k
; (x — a)?
Vsak faktor m v imenovalcu za konstante By, ..., B; ter C4, ..., () prispeva:
Bix + C;

Za integriranje parcialnih ulomkov uporabimo naslednje enakosti:

A A —A 1
/ dx = Aln |z — al ter / dr = zan > 1
r—a (x —a)” n—1(z—a)"!

/Mdx—Bln‘$2+b:B—|—c’+Marctan w
2+ br+c 2 V/—D v—D

/ Bz +C d_(2C—Bb)x+(bC—23c) 2(2C — Bb) . <2x+b>
@bzt " (D)@ + bz +0) (—D)w—D "\ V=D

kjer je D = b? — 4c < 0, saj privzamemo, da so kvadratni faktorji nerazcepni nad R.

Naloga 5.5: Trigonometricne funkcije

V splosnem lahko vsak integral vsebujo¢ racionalne kombinacije trigonometri¢nih funk-
cij prevedemo na integral racionalnih funkcij upostevajoc¢ naslednje identitete:

ot 1—¢2 2
1+ t2’ wasla) 1+¢27 v 1+ ¢2

t = tan <§) — sin(x) =

Ce funkciji sin ter cos nastopata v integralu kot potenci, veéji od 1, lahko integral
poenostavimo z uporabo enakosti dvojnih kotov.

Pri integralih oblike [ sin(z)? cos(z)? dz uporabimo naslednji recept:
e ¢jelih = substitucija ¢t = cos(z)
e pjelih = substitucija t = sin(z)

e pin ¢ sta soda = nizanje stopnje z uporabo formul o dvojnih kotih

13
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Naloga 5.6: Posebne vrste racionalnih funkcij

Integral oblike

i,
n

/R(m, <ax i b) ) dx prevedemo na /R(gb(t),tm) dt ,

crx +d

1
kjer je t = (‘;;IS) "= ¢ ! (z) ter je ¢(t) = x = —HLD

o Za sledeci integral uporabimo nastavek:

Vazr? +br + +/
/\/cwc?—irbx—l—c p(z)Vaz e \/am2—|—bx+c

kjer je C' konstanta, p pa polinom stopnje ena manj kot p

 Integrale oblike
/ R(z,Vax? + bz + c) dx

poenostavimo z uvedbo nove spremenljivke w:
t Cejea>0: va(u—1x)=+var2+br +c
t Ceje a < 0 ter z; nicla kvadratne funkcije: v/—a(z —21)u = Vaz? + br + ¢

» Integrale oblike:
dx

/ (z + a)kvax? + bx + ¢

poenostavimo z uvedbo nove spremenljivke ¢t = -1
T+o

14



Hugo Trebse Analiza 1

5.2 Doloceni integral

f i [a,b] = R je Riemmanovo integrabilna, ¢e obstaja I, da: Ve > 0. 30 > 0, da za vse
delitve intervala [a, b], drobnejse od ¢, ter vse usklajene izbire testnih tock velja:

n

S f)e —1I

=1

<€

Omejena funkcija f : [a,b] — R je Darbouzovo integrabilna, ¢e sta supremum spodnjih
Darbouxovih vsot ter infimum zgornjih Darbouxovih vsot enaka:

sup{s(D) = gnlmf{f(x) @ € [mig, mi]} - 6} =
= inf{S(D) = isup{f(x) |z € [mi1, 2]} - 0s},

kjer supremum ter infimum vzamemo po vseh delitvah intervala [a, b], ter je delitev

D =la=uxy,x1,...,2, =]

o f:]a,b] — R integrabilna = f na [a,b] omejena.

Zvezne funkcije na kompaktu ter monotone funkcije na kompaktu so integrabilne.

g zvezna ter f integrabilna, obe na kompaktu = g o f je integrabilna.

@) sow) = [ f@)drs [ o)

[ e < [ 1) @

Naj bo f integrabilna na [a,b]. Potem je funkcija

zvezna na [a,b] ter vsaka tocka zveznosti f da tocko odvedljivosti F'.
Ce ima f primitivno funkcijo povsod na [a, b] velja:

[ 7@y dr = F () - Fla)
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Ce za integrabilni funkciji f in g velja Va € [a,b] : f(2) > g(x), potem velja

/abf(a:) dx > /abg(x) dx.

Naj sta f, g € Cla,b]. Potlej

(/abf (#)9() dw>2 < ( [ 7@y dw) ( [ o dx)

Oris dokaza. Naslednji izraz je nenegativen, posledi¢no je diskriminanta kvadratne enacbe
nepozitivna.

(@70) + o))" 2 0
[t + gt de = 0

5.3 Posploseni integral

f i (a,b] — R integrabilna na [t,b] za vsak ¢t € (a,b). Potem je

/abf(x) dr = lim/tbf(x) dx

tla

Naj bo f : [1,00] — R monotono padajoca ter nenegativna. Potem:

/ f(z) dz konvergira <= > f(i) konvergira
! i=1

Oris dokaza. Trivialen sendvi¢ z Riemmanovo vsoto. O

Naj bo f : [a,b) — R integrabilna na vsakem intervalu [a,t). Potem

b b
/ |f(z)| dz obstaja —> / f(z) dz obstaja

16
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Oris dokaza. F(x) = [ f(x) dx ter G(x) = [7|f(x)| dx sta zvezni na [a,b) ter obstaja
lim,, G(x). Uporabimo Cauchyjev pogoj za obstoj limite ter trikotnisko neenakost za
integrale. O

Naj bo f integrabilna na [a, b].

| f(x)

(z —a)®

b
s<1 = / dx obstaja

« Ce s > 1 ter obstja m € R, da je izpolnjen en izmed pogojev:
T Vo € [a,b]: f(x) >m
T Vo €a,b]: f(z) < —m

=>/ab /() dr = 00

(z —a)®

Oris dokaza. Zamenjamo |f(z)| z m ter uporabimo integralski kriterij. O

Naj bo f integrabilna na vsakem intervalu [a, b], b > a. Potem:

<€

0o b
/ f(x) dz obstaja <= Ve >0.3B€R: Vbt > B: / f(x) dx
a b’

Oris dokaza. Preidemo na primitivno funkcijo ter uporabimo Cauchyjev pogoj za limite
v neskoncnosti. O

Naj bo g : [a,00) — R zvezna za a > 0.
9(@)

(e.e]
gomejenaAp>1 = / oy dz konvergira
a T

o Ce p <1 ter obstaja m € R*, da je izpolnjen eden izmed pogojev:
T Vz € [a,b]: g(z) >m
T Vo €a,b]:g(z) < —m

— /009(1;) dr = o0
a P
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5.4 Geometrija integrala

Definicija 5.18

Ce je F = (z(t),y(t)) zvezno odvedljiva je I(F) = [7\/&2(t) + y2(t) dt

a

Izrek 5.19: Ploscéine

» Ploscina lika med grafoma zveznih funkcij f in g je

[ 1)~ gt at

« Plos¢ina obmocdja podanega s krivuljo: F = (z,y) : [a,b] — R zvezno
odvedljiva pot.
t Ce je y(t) > 0 na [a,b] in je x(a) = min{z(t)|t € [a,b]} ter x(b) =
max{z(t)|t € [a,b]}, potem je plos¢ina

t Ce je z(t) > 0 na [a,b] in je y(a) = min{y(t)|t € [a,b]} ter y(b) =
max{y(t)|t € [a,b]}, potem je plos¢ina

T V zvezno odvedljivih primerih z pozitivno usmerjeno regularno parametri-
zacijo enostavne sklenjene krivulje (:P) velja, da je plos¢ina enaka

(F) =5 [ 03(e) — #(e)y() de

o Ploscina notranjosti polarno parametrizirane krivulje:
F(p) = (r(p) cos(p), r(v) sin(p)); a zacetni kot ter S terminalni kot, potem

18
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« Funkcije: Ce je f : [a,b] — R* zvezna funkcija, potem je

pP= 27r/abf(x)\/1 + f(x)? do

« Parametri¢ne krivulje: Ce je F' = (z(t),y(t)) : [a,b] — R je

P=2n / OV + @R dt

« Polarno podane krivulje: Ce je F' = (r(¢) cos(p), 7(¢) sin(p)) : [a, ] — R je

o Funkcija: f : [a,b] — R zvezna funkcija, sledi
b
V= 7r/ f(z)*dx
« Parametri¢ne krivulje: Ce je F' = (z(t),y(t)) : [a,b] — R je
b
V=n / Y ()20 (t) dt
« Polarno podane krivulje: Ce je ' = (r(¢) cos(p), 7(¢) sin(p)) : [a, 8] — R je

V=m / i —r ()’ sin(p)° dip

a
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5.5 Poucni zgledi

Naloga 5.22

Naj bo f : [-1,1] — R gladka funkcija reda tri (tj. trikrat odvedljiva funkcija), za
katero velja f(—1) = f(1) = f"(—1) = 0. Pokazi, da je:

</_11 f(x) dx)2 < ;2451 /_11 f"(z)? dz

Oris dokaza. Integriraj po delih, upostevajo¢, da pri odvajanju prosti ¢leni u-ja izginejo,
kar omogoca da se znebimo afinih konstant. Natancneje se slednjih znebimo na naslednji
nacin

[ 1) dr = f)e - )

Naloga 5.23

Naj bo f:[0,1] — [0,1) integrabilna. Pokazi, da je:

1

lim [ f(z)"de=0

n— o0 0

Oris dokaza. Funkcija je integrabilna po znanem izreku, izberemo pa lahko nekaj fiksnih
testnih tock, za katere vemo, da so njihove funkcijske vrednosti manj kot 1; nato pa v
limiti opazujemo le delitve, za katere je izbira testnih tock podmnozica fiksnih testnih
tock. Riemmanove vsote so tako strogo pod 1, kar poda odgovor. O

Naloga 5.24

Naj bo f:[0,1] — R zvezna funkcija. Pokazi, da veljajo naslednje enakosti:

™

™

/O7r zf(sin(x)) de = 5 /07r f(sin(x)) dx = 7r/02 f(sin(z)) dx

™

Oris dokaza. Enakost drugega in tretjega integrala je oCitna zaradi simetrije sin okoli 7,
enakost med prvim in drugim pa dobimo po uvedbi nove spremenljivke © = 7 — = - ne
pozabi spremeniti mej integriranja po tej substituciji. 0
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6 Funkcijska zaporedja in vrste

Podobno podpoglavjema o zaporedjih in vrstah realnih stevil, le da uporabljamo me-
triko:
doo(f, 9) = sup | f(z) — g(2)|

Konvergenci glede na to metriko pravimo enakomerna konvergenca.

+ Ce funkcijsko zaporedje konvergira enakomerno, potem konvergira tudi po toé-
kah.

e Metric¢ni prostor funkcij z metriko d., je poln.

« Ce zvezne funkcije { f,} konvergirajo enakomerno k f = f zvezna.

Oris dokaza. [fo(x) = f(2)| < |fu(z) = fu(a)| + [fula) = f(a)| + | f(a) — f(2)] O

{fn} funkcijsko zaporedje ter obstaja zaporedje pozitivnih stevil {m,,}, da f,(z) < m,,
za vse n ter vse x € I.

o (0.0}
> m; konvergira = Y f,(z) konvergira enakomerno

=1 i=1

Oris dokaza. Konvergenca po tockah ocitna, uporabimo Cauchyjev kriterij za enakomerno
konvergenco. O

6.1 Integriranje in odvajanje funkcijskih zaporedij

o Ce zvezne funkcije {f,} € C[a, b] konvergirajo enakomerno proti f, potem je
b b
nll_)t&/ fo(z) de = / f(z) dx.

o Zvezno odvedljive {f, : [a,b] — R} ter {f,(c)} konvergira za nek ¢ € [a, b].
Ce {f — g} enakomerno, potem {f, — f} enakomerno ter velja

f'(x) = lim_ fo(x)'

n—oo
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Ker zgornji izreki veljajo za enakomerno konvergentna zaporedja, veljajo
tudi za enakomerno konvergentne vrste.

Primer 6.5

Funkcijsko zaporedje
{ex_n}nEN

po tockah konvergira proti 0 na R, hkrati pa enakomerno divergira, saj je f,(n) = 1.

Naloga 6.6

Naj {f.} enakomerno konvergira k 0 na [a,b] ter velja fi(z) > fo(z) > ... za vse
x € |a,b]. Pokazi, da naslednje funkcijsko zaporedje konvergira enakomerno na [a, 0]

n

> (=1)'fi(x)

i=1

Oris dokaza. Prostor funkcij z metriko d., je poln, potlej se posluzimo
Cauchyjevega pogoja. O

Naloga 6.7

Naj bo {f,} € C'(R) zaporedje zvezno odvedljivih funkcij iz R v (0, 00), ki po tockah
konvergira k f(z) = 0. Denimo, da za vsak n € N ter z € R velja f,,(z) > faoi1(x) ter
fli(x) <O0.

Pokazi, da naslednja vrsta konvergira na R ter konvergira enakomerno na [0, c0)
o

> (=1)"fu(z)

n=1
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6.2 Potencne vrste

Za potencno vrsto Yo, a,(x — )" obstaja R € [0, 00] z lastnostjo:

e za x € (c— R,c+ R) je vrsta konvergentna, ter divergentna za |x —c| > R, v
tockah |x — ¢| = R pa bodisi konvergira, bodisi divergira

« Vrsta konvergira absolutno in enakomerno na [c — r, ¢ + r| za vsak r < R.

Oris dokaza. Prva tocka sledi po supremumu, druga pa upostevajoc, da c¢e vrsta konver-

gira pri x = xg, potem lim, , |a,z"| = 0 = |a,z" < M| ter |a,a™| < ‘an <%)n’ <

M (l)n, zakljuc¢imo z Weierstraffom. O

zo

an
Qa

Naj bo Y% | a,(x — ¢)" potencna vrsta. Za konvergencni polmer R velja:
+1

= lim,,_,o , Ce ta limita obstaja.

J= ==

= lim,, o {/a,, ¢e ta limita obstaja.

1
i lim sup a,,

n—oo

Oris dokaza. Za prva dva ocitno. Ce je limsup,,_,. /@, = oo hitro dobi§ neni¢elnost
limite ¢lenov. Ce je limsup,,_,. /a, = A, potem najdemo ¢, da je |z| < % < %7 po
definiciji limsup za vse n > N velja: /a, < q, ker je |gz| < 1 smo pokazali da vrsta

konvergira. Ce je A > ﬁ obstaja neskonéno n, da je {/a, > ﬁ = |a,z"| > 1. O

Po izreku 6.8 vemo, da je vsosta potencne vrste s konvergen¢nim radijem R > 0

.....

Ce Z a,(x)" konvergira pri = £R, potem je vsota zvezna pri z = £R.
n=1

Naj bo R > 0 konvergencni polmer f(z) = 322, a;z°. Potem imata vrsti, ki jih dobimo
z ¢clenoma odvajanjem in integriranjem f prav tako konvergenc¢ni polmer R ter za vse
z € (—R, R) velja:

f(z) = nglnan:v”_l in /0:c f(t)dt = ngl n(f: 1x"+1

Oris dokaza. Drugi del trivialen, R ostaja konvergenc¢ni radij, ker je

lim /n = 1.

n—oo
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6.3 Taylorjeva vrsta

Ce je P polinom stopnje n velja:

P(z) . P'(a)

P(x +y) = P(x) + i Y+ 5

) _n

f je n-krat odvedljiva v okolici a. n-ti Taylorjev polinom funkcije f pri a je

n£0)(g ,
Thalz) = Z w(:c —a)’

|
=0 v

Ce je f neskon¢nokrat odvedljiva v okolici a lahko f priredimo Taylorjevo vrsto:

> LDy = Jim Toato),
i=0 ’

¢e slednja obstaja.

Hitra posledica je, da ce je f vsota konvergentne potencne vrste, potem je f vsota prirejene
Taylorjeve vrste.

Zanima nas obnasanje R, (z) = f(x) — T,(x).

Naj bo f odvedljiva (n + 1)-krat na odprtem intervalu I, ki vsebuje a. Za vsaj x € [
obstaja ¢ med a in x, da velja:

_ 4

Rn,a(x) — m n+1

(z —a)

Oris dokaza. Za 0 < k < n velja Rﬁf}z(a) = 0. Fiksiramo z ter izberemo s € R, da
je Rua(x) = s(x —a)"™. Uvedemo G(y) = Rn.(y) — s(y — a)"™, velja G(z) = 0
ter VO < k < n : G®(a) = 0. Rezultat sledi po n-kratni uporabi Rollovega izreka,
upostevajoc definiciji G ter R, ,. O

Moc¢ Taylorjevega izreka lezi v tem, da lahko pogosto omejimo vrednosti, ki jih koeficient
Fr (e
(n+1)!

zavzame med a in x, kar nam omogoca vspostaviti uporabne neenakosti.
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Primer 6.14

Opazujmo

f(x):{ezl;x>0 f’(x):{xl?ezl;x>0

0; 2 <0 0; 2 <0
Ker je limg_.q §~les =0 je o¢itno f € C™ ter f((0) = 0Vn. Prirejena Taylorjeva

vrsta f v 0 je potlej enaka nicelni in konvergira povsod, njena vsota pa ni f. Zato
uvedemo naslednji razred funkcij.

Definicija 6.15: Analiticne funkcije

f : I — R jerealno analiti¢na na intervalu I (oznac¢imo f € C¥(I)), ¢e Va € I.3r, >
0.(a —rq,a+1,) CIinje fna(a—r,a+r,) vsota konvergentne potencne vrste:

f(@) = cp(z — a)f, z e (a—ry,a+1y)
k=0
Izrek 6.16: Splosni Taylorjev izrek

Naj bo I odprt interval vsebujo¢ a in f € C"*V(I). Za vsak = € I in p € N obstaja c
med z in a, da za f(z) = T,,.(z) + Ruo(z) velja:

P f(n+1)(c) ) N
ald) = o =P —0)
V posebnih primerih velja:
e p=n+1:
7 f(n+1)(c) 1
@) = e
(] p = 1:
f(n-l—l)(c)
R,.(z) = oy (x —a)(x—c)"

Oris dokaza. Fiksiramo x € [ ter izberemo poljubne b € [ ter p € N. Definiramo

o(x) =T, .(b) + (ll:—i)pRma(b), velja p(z) € CY(I). Ker je f(a) = f(b) rezultat sledi po

Rollejevem izreku, saj je:

H ) = @)~ @)+ b 2)5@) - ) @) + o+ O o)

+ o) (G20 ) Rt
Lt e

]

= R,.(b) =
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Naloga 6.17: Taylorjeve vrste osnovnih funkcij

o f(z) = e” s konvergenénim radijem oo:

Vr e R

F’T‘}—\

o f(z) =sin(x) s konvergencnim radijem oc:

. = (_1)k 2k+1
=y - - _ vz € R
sin(z) = ) 2kt 1)!x W

e f(x) = cos(x) s konvergenc¢nim radijem oo:

cos(x) = i <_1):€$2k Ve e R
= (2k)!

e f(z) =1In(1+ z) s konvergen¢nim radijem 1:

o0

n(l+z) o vr e (-1,1)

+

o flo)=(1+2)*zaaeR, kjerje(> o ak+1)

(1+2)* = i (Z)ﬁ ze(—-1,1)

k=0

o logaritem v okolici a € R, ki konvergira za

log(z) = log(a + = — a) = log(a) + log (1 4 H) =
a

= log(a) + i (1" (x — a)k z € (0,2a)

kzok‘—i-l a

26



Hugo Trebse Analiza 1

7 Metricni prostori

Definicija 7.1: Osnovni pojmi

 Notranja, zunanja ter robna tocka so definirane preko vsebovanosti njihovih
okolic v mnozici.

« Mnorzica je odprta, ¢e so vse njene tocke notranje ter zaprta, c¢e vsebuje vse
svoje robne tocke.

o Dodatno definirano stekaliSce zaporedja kot tako tocko, ki ima v vsaki svoji
okolici neskon¢no mnogo ¢lenov zaporedja.

o Mnozica je kompaktna, ¢e ima vsako njeno pokritje konéno podpokritje ter
lokalno kompaktna, ¢e ima vsaka njena tocka kompaktno okolico.

Nasvet

Vsako mnozico lahko razdelimo na disjunktno unijo notranjih, robnih ter
zunanjih tock. Glede na to razdelitev potem dosti lazje govorimo o odprtosti, zapr-
tosti ter ostalih pojmih.

Trditev 7.2

o Komplement odprte mnozice je zaprta ter obratno.

« Konéni preseki ter (morda neskon¢ne) unije odprtih mnozic so odprte mnozice.
o Mnorzica je zaprta <= vsebuje vsa svoja stekalisca.

« Konvergentno zaporedje = Cauchyjevo zaporedje.

* Cla,b] je poln za metriko du(f, g) = sup,efy |f (@) — g(z)|

Trditev 7.3: O kompaktu

o Kompaktna mnozica = =zaprta in omejena mnozica.

« Zaporedje ima vsaj eno stekalisSce na kompaktu.

« [Heine-Borel]: A C R" je kompaktna <= A je zaprta in omejena.
o Kompakten metri¢ni prostor = poln metri¢ni prostor.

e K neprazne ter zaprte v kompaktnem metricnem prostoru K.

KlDKQDKgD"' - sz#Q

1€EN

Oris dokaza. Pokazemo, da obstaja stekalisée. Ce ne bi, bi za vse tocke veljalo, da v neki
njihovi e-okolici ni nobene tocke zaporedja, te e-okolice tvorijo pokritje, kompaktnost da
konc¢no pokritje, protislovje saj ima zaporedje neskon¢no ¢lenov.

Pokazemo kompakten = poln. Zaporedje ima stekalis¢e, Cauchyjevo zaporedje s steka-
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liSéem ima tam limito. O

7.1 Metricni podprostori
Zaprtost, odprtost ter kompaktnost se dedujejo na podprostore kot bi zeleli.

e Mnozica je odprta v podprostoru <= je presek odprte mnozice ter podprostora,
analogno za zaprte mnozice.

¢ Mnozica je kompaktna v podprostoru <= je kompaktna v prostoru.

7.2 Preslikave med metricnimi prostori

e Preslikava f : My — M; je zvezna v tocki a € My, ¢e Ve > 036 > 0, da
|t —al <0 = |f(z) — f(a)| <e.

o Ekvivalentno je preslikava zvezna, ¢e za vsako okolico f(a) obstaja okolica a,
da je slika slednje podmnozica okolice f(a), ali pa e je praslika odprte(zaprte)
mnozice odprta (zaprta), ali pa ¢e konvergentna zaporedja slika v konvergentna.

Kompozitum zveznih preslikav je zvezna.

Zvezna preslikava slika kompaktne mnozice v kompaktne.

Zvezna funkcija na kompaktu doseze minimum in maksimum.

e Zvezna funkcija na kompaktu je enakomerno zvezna.
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Izrek 7.7: Banachov skrcéitveni izrek

Skrcitev je endomorfizem metricnega prostora, za katerega velja za nek g < 1

d(f(z), f(y)) < q-d(z,y).

Vsaka skrcitev v polnem prostoru je zvezna in ima natanko eno negibno tocko.

Oris dokaza. Enolicnost je ocitna. Definiramo zaporedje

{@itien = {f"(20) fnen,

kjer je o € M poljuben.

m—1 m—
1
d($naxm) S Z xza$z+1 Z - nd xn,-rn—‘rl) < Td(xn;xn—‘rl)
=n =n q
)

(I‘n, Ln+1 (xn—hxn) <0 < qnd('x(hxl)

Sledi, da je d(zp,xm) < ffnqd(:co,xl). Zaporedje {z;} je potem Cauchyjevo, v polnem
metricnem prostoru konvergentno. [

Primer 7.8

V metri¢nih prostorih, ki imajo metriko inducirano z integralom - klasi¢ni primer je

d(f,g) = /0 |f(z) — g(z)| dz na prostoru C|0, 1],

je pogosto uporaben protiprimer funkcijsko zaporedje oblike

n —nfz; zaz € [0, 5]
Xn(T) = .
0; drugace

saj imajo doloc¢eni integral poljubno majhen, njihove funkcijske vrednosti pa so po-
ljubno velike.
Njihove grafe si lahko predstavljamo kot pravokotne trikotnike s katetami dolzin n ter

- na intervalu [0, 5] ter identi¢no 0 potle;.
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