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Algebra is the offer made by the devil to
the mathematician. The devil says:

»1 will give you this powerful machine, it
will answer any question you like.

All you need to do is give me your soul:
give up geometry and you will have this
marvelous machine. «
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Hugo Trebse Algebra 2

1 Grupe

Definicija 1.1

Grupa je par (G, -), kjer je operacija - asociativna, zanjo v G obstaja nevtralni element
ter ima vsak element inverz.

Naloga 1.2

Permutaciji imata enako zgradbo disjunktnih ciklov, ¢e sta permutaciji produkta dis-

junktnih ciklov enakih dolzin. Pokazi, da Ce imata permutaciji 0,0’ enako zgradbo

disjunktnih ciklov, potem sta si konjugirani - obstaja m € S,, da je ¢/ = mon 1.

Oris dokaza. Lahko, po tem ko opazimo, da ¢e je 0 =d;...dy in o' = d; ... d}, potem je
7 tor = (n 7 dym) (w7 dym) . .. (m 7 dy). Problem je tako reduciran na dokaz, da obstaja
m, da je d;- = 7~ 'd;m, ne pridemo do problemov, saj so cikli disjunktni. O

Centralizator elementa (Cg(x)) je podgrupa, ki vsebuje vse elemente, ki konjugirajo z
danim elementom.

Trditev 1.3

Ce je H,K < G, potem HK ni nujno podgrupa G. Ce pa velja HK = KH, pa je
HK podgupa G.

Oris dokaza. Protiprimer je H, K generirani s transpozicijama v S3. Dokaz je ociten. [

Izrek 1.4

Ce sta H, K < G, potem je HK podgrupa G natanko tedaj, ko je HK = K H.

Trditev 1.5

Ceje H< G ina € G, potem je aHa™" podgrupa G.

Definicija 1.6

« Center grupe G je podgrupa Z(G) = {u € G | au = ua Va € G}.
e aH = {ah|h € H} je levi odsek a € G po H < G.

» Kardinalnost vseh (razliénih) odsekov G po H < G je indeks H, kar oznac¢ujemo
z |G : H]

V primeru abelove grupe lahko tvorimo faktorsko grupo. Naj bo X podmnozica grupe
G. 7Z (X) oznacujemo najmanjso podgrupo G, ki vsebuje mnozico X, kar je pravzaprav
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presek vseh podgrup grupe G, ki vsebujejo mnozico X. Ce je (X) = G, potem pravimo,
da X generira G. (X) obstaja, ker je presek podgrup podgrupa.

Trdimo, da je grupa generirana z mnozico X = {xy, ... } oblike

{zF' ... 2*' | za ne nujno razlicne z;}
Definiramo red ter pokazemo trivialne lastnosti. Izpostavimo naslednje lastnosti:

Trditev 1.7
Ce je G koncna grupa velja:

e Ya e G: ord(a) | |G| e |G| € P = G cikli¢na .
e YVacG: dfl=1.

Trditev 1.8

o Odseka sta bodisi enaka, bodisi disjunktna. aH = bH = ab™' € H

Izrek 1.9: Lagrange

Naj bo H < G, kjer je G kon¢na grupa. Potem je |G| = |H| - [G : H], kjer je [G : H]
stevilo odsekov G po H.

Oris dokaza. Grupo G razdelimo na disjunktne odseke. Vsak odsek ima H elementov. [

Naloga 1.10

Naj bosta H in K konc¢ni podgrupe grupe G. Pokazi:

|H|- K|
HK| = ——7—.
| | |HN K|
Oris dokaza. Uporabimo dejstvo, da je
HK = |J hK.
heH

Naloga 1.11

Naj bo G konc¢na grupa in H < (. Pokazi, da obstajata a,b € G, da a,b,ab ¢ H
natanko tedaj, ko je 2- |H| < |G| .
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Oris dokaza. Oc¢itno po manipulaciji

2<|’I(jf‘| < 2<[G:H] < 3<|[G:H]|.

Naloga 1.12

Multiplikativna grupa ostankov modulo p ima primitivni koren.

Dokaz.
Trditev: Ce obstaja element reda X\, potem je elementov reda X natanko p(N).

Ce je = element reda X, potem je ni¢la polinoma T* — 1 € F,[X]. Ce je a element reda \,

m nic inoma a’,a,a*,...,a* . Oc¢itno je r menta a” ravno —~—.
otem so ostale ni¢le polinoma a° 2 A=1 O¢itno je red elementa a* ravno —2
y Uy by ) ged(A k)

Elementov reda A je tako kvecjemu ¢(\).

Trditev:

Z o(d) =n.
din

Kot posledica zgornjih trditev sledi, da je Stevilo elementov reda A bodisi 0, bodisi ¢(\).
Sledi:

p—1= > #elementovredad= Y (0alip(d)).

d|p—1 d|p—1

Ce bi bil katerikoli izmed sumandov ni¢elen bi dobili protislovije z zgornjo trditvijo, zato so
vsi sumandi nenicelni. V posebnem primeru je stevilo elementov reda p — 1 nenic¢elno. [

1.1 Kvocientne grupe
Definicija 1.13
N je podgrupa edinka grupe G, ce velja N < G ter

gNg'CN Vgeaq.
Netrivialna grupa brez pravih edink (razlicnih od same sebe) je enostavna grupa.

Trditev 1.14
Ekvivalenten pogoj, da je N podgrupa edinka grupe G je enakost

1

gNg~— = N za vse g € G.

Podobne enakosti ter vsebovanosti lahko doseZemo z levim ter desnim 'mnoZenjem’ z g+

0%Z. g.
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Trditev 1.15: Operacije z edinkami

e H<Gter NG — HN =NH <.
e MMN<G = MN=NM<aGter MNN<G.

Lema 1.16: Kanonic¢ni epimorfizem
Naj bo N podgrupa edinka grupe G. Preslikava 7 : G — G/N, za katero velja

m(a) = aN, je epimorfizem grup.

Jedro te preslikave je edinka. Odkrijemo, da velja tudi obrat - vsaka edinka je jedro
nekega epimorfizma.

Izrek 1.17: Cauchyjev izrek

Naj bo G kon¢na grupa. Ce prastevilo p deli |G|, potem G vsebuje element reda p.

1.2 Direktni ter notranji produkti

Definicija 1.18

Naj so Gy,...,G, grupe. Potem je G = G; x --- x (G, prav tako grupa za ocitno
operacijo na n-tericah. Grupi G pravimo direktni produkt grup G, ..., G,.

Opazimo, da je Gj =((11,...,9j,---,1n) | g; € G;) podgrupa edinka v G, ter da celo
velja G =[]}, G;, kar motivira naslednjo definiicjo.
Ce so Ny,..., Ny <G ter velja:

° Nim(Nl...Ni_lNi+1...NS):1,
potem je G notranji direktni produkt Ny, ..., Ni.

Trditev 1.19

G je notranji direktni produkt svojih edink Ny,..., Ny natanko tedaj, ko lahko vsak
element x grupe G zapisemo na enolicen nacin kot produkt elementov n; € N;.

Dokaz trditve je popolnoma klasicen.
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Lema 1.20
Ce je |G| = mn, kjer sta m in n tuji si naravni $tevili, potem za podgrupi
H={zeG|mx=0} in K={xreG|nx=0}
velja G = H @& K ter |H| =m in |K| = n.
Oris dokaza. H in K sta oc¢itno podgrupi. Seveda je nx € H in mx € K za vse x € G.
Po Bezoutovi lemi obstajata stevili u,v € Z, da je x = u(nz) + v(mz), kar dokaze
G = H+ K. Daje HN K = {0} je prav tako ocitno, kar dokazuje direktnost vsote.

Z enostavno uporabo Cauchyjevega izreka dokazemo tudi ustrezne kardinalnosti H in

K. [l

Izrek 1.21: Osnovni izrek o kon¢nih Abelovih grupah

Vsaka koncéna Abelova grupa G je direktna vsota ciklicnih p grup.
Natancneje je
GEG D @Gy,

kjer je n enolicno dolocen ter je p prastevilo in
G; = Zpkl D @Zpkl,

ter so {k;} enoli¢no doloceni za vsak G;.

Naloga 1.22

Pokazi, da je podgrupa edinka generirana z mnozico X enaka podgrupi generirani z
mnozico {grg~' | g € G,z € X}. Kot posledico pokazi, da je vsak element iz G enak
produktu elementov konjugiranem nekem fiksnem elementu = # 1.

Definicija 1.23
o K < @ je karakteristicna podgrupa, ¢e je p(K) C KV ¢ € Aut(G). Vse karakte-
risti¢ne podgrupe so normalne, saj je za slednje zadosti enakost za ¢ € Inn(G).

o Grupa je torzijska, ¢e ima vsaka njena podgrupa koncen red, ter torzijsko prosta,
¢e je edini element s kon¢nim redom enota.
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1.3 Delovanje grup

Izrek 1.24: Cayleyjev izrek

Naj bo G grupa in S, simetricna grupa reda n. Za vsak a € G lahko definiramo
preslikavo ¢,(z) = az, za katero hitro preverimo, da je avtomorfizem G. Trdimo, da
je preslikava ¢ : G — Sim(G), definirana kot ¢(a) = /¢, injektivna, kar z lahkoto
dokazemo.

Sledi, da lahko vsako grupo G vlozimo v neko simetri¢no grupo (gotovo v simetri¢no

grupo Sig|)-

Definicija 1.25

Grupa G deluje na mnozici X, ¢e obstaja preslikava iz G x X v X, ki paru (a, z)
priredi element «a - z, da velja:

e (ab)-x=a-(b-x)

e l-z=12x

Primeri delovanja so trivialno delovanje, levo mnozenje ter konjugiranje - a - © = aza™".

Definicija 1.26

Naj grupa G deluje na mnozici X.
o Orbita elementa € X je mnozica G-z = {a-z|a € G},

o Stabilizator elementa x pa mnozica G, = {g € G| g-x = x}.

Definicija 1.27

Naj bo z € G. Potem je mnozica C(z) = {g € g | rg = g} centralizator elementa z.

Lema 1.28

Naj grupa G deluje na mnozici X.

o S predpisom x ~ y <= y = a-x za nek a € G je definirana ekvivalencna
relacija na mnozici X. Za vsak z € X je orbita GG - ¢ enaka ekvivalenénem
razredu, ki vsebuje x.

» Vsak stabilizator G, je podgrupa G.
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Izrek 1.29: O orbiti in stabilizatorju

Naj grupa G deluje na mnozici X. Potem za vsak x € X velja
|G- x| =[G : Gyl

Ce je G konéna, je torej |G| = |G - x| - |G|

Izrek 1.30: Particija orbit

Naj grupa G deluje na kon¢éni mnozici X in naj Z oznacuje mnozico vseh elementov
x € X, za katere velja a -z = x za vse a € G. Ce je X # Z (delovanje je netrivialno),
potem obstajajo x1,...,2, € X \ Z, da je

(X =12+ > |G -] = ZG Ga,]

j=1
Posledica izreka je:

Trditev 1.31

Naj konc¢na p-grupa G deluje na konéni mnozici X in naj Z oznacuje mnozico elementov
re X,dajea-x=xzavsea€ G. Potem p deli | X|—|Z|.

Ce za delovanje izberemo konjugiranje dobimo naslednjo formulo:

Izrek 1.32: Razredna formula

Naj bo G koncna grupa, ki ni Abelova. Potem obstajajo z1,...,x, € G\ Z(G), da je

|G| = ZG C(x;)]-

Ce za G izberemo netrivialno p-grupo pridemo do zakljutka: Vsaka netrivialna p grupa
ima netrivialen center. Ponovno dobimo naslednjo posledico:

Naloga 1.33

Ce za grupo G velja, da je |G| = p? za p € P, potem je G Abelova.

Oris dokaza. Z(G) je netrivialna, zato reda p ali p?. Ce je reda p? smo koncali, drugace
paje G = Z(G)® G/Z(G). Ker je |G/Z(G)| = p je cikliéna, kar hitro preverimo, da je
nemogoce. O]



Hugo Trebse Algebra 2

Izrek 1.34: Dvomljivo Burnsideova lema

Naj G deluje na X. Potem je stevilo orbit delovanja enako koli¢ini
1

1] > |FixPt g,

geG

kjer je FixPt g stevilo elementov z € X, za katere je g - x = x.

Izrek 1.35: Cauchyjev izrek

Naj bo G konc¢na grupa in p | |G|. Potem G vsebuje element reda p.

Oris dokaza. Definirajmo

X ={(a1,...,ap) | a; € Ginay...a, =1}.
Grupa Z, s predpisom k- (a1, ..., a,) = (ki1 - - -, ap, a1, . .., ag) deluje na mnozici X. Po
izreku 1.30 ugotovimo, da p | |Z|, saj je |X| = |G["~". Hitro dokazemo, da je (ay, ..., a,) €

Z natanko tedaj, ko jea; =ay =--- =a,. Kerje(l,...,1) v Z ter p | |Z|, slednji vsebuje
nek element razlicen od enote, posledicno je (a,...,a) € Z, kar implicira a? = 1. O

1.3.1 Izreki Sylowa

Definicija 1.36

« H < . Potem je naslednja mnozica normalizator H:
N(H)={a€G|aHa' = H}
o« H < @G, kjer je G kon¢na grupa, je p-podgrupa Sylowa, Ce je
|H| = p" ter p**' 1 |G
Seveda je N(H) = G natanko tedaj, ko je H edinka. Venomer pa je N(H) < G in
H < N(H).
Izrek 1.37: Izreki Sylowa

Naj p € P deli red koncne grupe G.
« Ce p’| |G|, potem G vsebuje p-podgrupo reda p’.
» Vsaka p-podgrupa G je vsebovana v neki p-podgrupi Sylowa.
o Vsaki p-podgrupi Sylowa G sta konjugirani.
o Stevilo p-podgrup Sylowa G deli |G| ter je oblike pm + 1 za m > 0.

Stevilo p-podgrup Sylowa oznacujemo z Np.

10
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2 Kolobarji ter njihove nadgradnje

Definicija 2.1

(K, 4+, ) je kolobar, ¢e velja, da je (K, +) Abelova grupa, (K, -) monoid ter veljata leva
in desna distributivnost.

Od homomorfizma zahtevamo, da je aditiven, multiplikativen ter slika enoto v enoto.

Naloga 2.2
Prakolobar kolobarja K je presek vseh podkolobarjev K. Pokazi, da je prakolobar K
enak {1x -n|n € N}.

Kot dodatek povemo: Ce je e idempotent, oz. je €2 = e, potem je tudi (1—e) idempotent.

Definicija 2.3

 Ce je (K,-) Abelova je kolobar komutativen.
o Komutativen kolobar brez deliteljev nica je cel kolobar.
o Nenicelen kolobar v katerem je vsak nenicelen element obrnljiv je obseg.

o Komutativen obseg je polje.

Definicija 2.4

(A, +,-,0) je algebra nad poljem F, e je (A, +, o) kolobar ter (A, +, -) vektorski prostor
nad F.

Od homomorfizma algeber zahtevamo, da je za (A, +, o) homomorfizem kolobarjev (adi-
tiven, ohranja komponiranje ter slika enoto komponiranja v enoto komponiranja), ter da
je homogen v skalarjih .

Naloga 2.5

Naj bo A realna algebra lihe dimenzije n > 1. Pokazi, da A ni obseg.

Oris dokaza. Lin{1} # A, ker je dim (A) > 1. Izberimo a ¢ Lin{1}. Najbo A : z — ax
linearna preslikava. Karakteristicni polinom A je realen polinom lihe stopnje, zato ima
vsaj eno realno lastno vrednost A. Sledi, da obstaja z € A, x # 0, da je Ax = Ax. Sledi,
da je (a — A-1)(z) = 0, protislovje. O

C je algebra stopnje 2 nad R, is¢emo algebro dimenzije 4 nad R. Naj bo H = {1,4, j, k}
vektorski prostor dimenzije 4 nad R. V lué¢i distributivnost definiramo mnozenje le na

11
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baznih vektorjih. 1 naj bo identiteta, ter dolo¢imo i* = j? = k? = —1. 4,4,k mno-
zimo z leve proti desni, upostevajo¢ ciklicne permutacije, ter definiramo mnozenje kot
antikomutativno.

Algebra se imenuje kvaternioni.

Trditev 2.6

H je obseg.

Inverz elementa z = oy + i + asj + auk je 271 = m(al — i — azj — agk).

Zgornjetrikotne matrike dimenzije n x n tvorijo algebro nad R. Dimenzija je n + "22_ L=
n’4n
=

Primer 2.7: Kako prodamo algebro analitikom?

Naj bo X C R ter RX = {f : X — R}. C(X) je za operaciji +, - in mnozenje s skalarji
po tockah podalgebra RX.

Trditev 2.8

Koncen cel kolobar je polje.

Oris dokaza. Cel kolobar je komutativen brez deliteljev nica. ¢ : x + az je injektivna
preslikava, ¢e je a nenicelen, zato surjektivna kot preslikava med kon¢énimi mnozicami.

Sledi, da je 1 v Im (¢p). O

Izrek 2.9: Wedderburn

Vsak koncen obseg je polje.

2.0.1 Vaje

Naloga 2.10

Naj bo A € M ,(R) matrika ranga najve¢ 1. Pokazi, d aje A = AA za nek \ € R.

vV

(ali spodaj) diagonalna matrika.

Oris dokaza. Ker je A ranga najvec 1 jo lahko zapiSemo na naslednji nacin:
A= [Al . )\n]T[al c. (ln].
Kvadriranje poda Zeleno. Ce izberemo [); ... \,]? ter [a;...a,] tako, da dobimo A = 1

dobimo novi idempotent. Podoben premislek za A = 0 nam poda nilpotent. ]

12
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Naloga 2.11

Ce je z nilpotent kolobarja K, potem je 1 — z obrnljiv. Naj sta z,y € K. Potem je
1 — xy obrnljiv natanko tedaj, ko je obrnljniv 1 — yx.

Oris dokaza. Prva je standardna posledica faktorizacije 2% — 1. Pri drugi tocki opazimo
L =y (ay)* = 1+2(35°, y2*)y, kar motivira idejo (1—zy) ™! = 1+2(1—yz)ty. O

l—zy

Naloga 2.12
Naj bo K kolobar, v katerem za vsak z € K obstaja y € K, da je
2

Yy = .

Pokazi, da x in y komutirata.

Oris dokaza. S preprostim protislovjem o indeksu nilpotentnosti dobimo, da K nima ne-
nicelnih nilpotentov. Z nekaj racunanja ugotovimo

(ya® — ) =0 = (yay — x)?,

kar nam pomaga dokazati
(wy — y2)? = 0.

2.1 Ideali

Z zeljo podobnega objekta kot je normalna podgrupa, ki bi omogocal kvociente, definiramo
naslednji objekt.

Definicija 2.13: Ideal

Naj bo I podgrupa kolobarja K za sestevanje. Ce za vse a € K in u € I velja au € I
ter ua € I, potem imenujemo [ ideal kolobarja K.

Ponovno ugotovimo, da obstaja dualnost med jedri homomorfizmov kolobarjev ter ideali

Trditev 2.14: Operacije z ideali
e Vsota, produkt in presek idealov I in J so prav tako ideali:
I+J={u+vluel,veJ}

IJ=(uwluel,vel).

o Velja inkluzija
IJCcIinJCiICci+J

13
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Podane trditve veljajo za enostranske in za dvostranske ideale. Prav tako obstaja ka-
noni¢ni epimorfizem iz kolobarja v kvocient kolobarja po nekem idealu, ter velja, da je
ideal jedro tega epimorfizma. Kot pri grupah velja, da je aditivna podgrupa (K, +) ideal
natanko tedaj, ko je jedro nekega homomorfizma.

Ideal algebre definiramo analogno, dodatno zahtevamo le zaprtje za mnozenje s skalarji.
Za ideale algeber veljajo analogne trditve o operacijah ter definirajo kanoni¢ni epimorfi-
zem.

Izrek 2.15: Izrek o izomorfizmu

Naj bo ¢ : A — A’ homomorfizem (grup, kolobarjev ali algeber). Potem je

A/kerp = imgp
Definicija 2.16
Ideal I <1 K je maksimalen, ¢e ne obstaja noben ideal J, da je I C J C K.
Ideal I je maksimalen ideal komutativnega kolobarja K natanko tedaj, ko je K/I polje.

Izrek 2.17: Izrek o ohranjanju idealov
Naj bo I <« K. Preslikava ¢ : A — A/I je bijekcija, ki ohranja podmnozice, med

mnozico podkolobarjev A kolobarja K, ki vsebujejo I, ter mnozico podkolobarjev
K/I. Dodatno je A ideal K natanko tedaj, ko je A/I ideal K/I

14
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3 Moduli

Na podoben nacin kot smo splosno grupo vlozili v neko simetri¢no grupo lahko tudi
poljuben kolobar oz. algebro vlozimo v kolobar endomorfizmov aditivne grupe oz. algebro
endomorfizmov vektorskega prostora. Slednje pomeni, da lahko vsako konc¢no-razsezno
algebro vlozimo v matri¢no algebro M, (F) za nek n € N.

Posledica tega dejstva je naslednje:

Naloga 3.1
Ali kon¢no-razsezna algebra lahko vsebuje elementa s, t, za katera velja

st —ts=1.
Oris dokaza. Ne, saj vlozimo v matri¢no algebro ter uporabimo znano lastnost sledi. [

Zgornji primer je relevanten, saj je pojem modula ekvivalenten pojmu homomorfizma iz
kolobarja K v kolobar endomorfizmov aditivne grupe M, kar lahko preverimo po definiciji.
Drugace, pa si lahko module predstavljamo tudi kot posplositve vektorskih prostorov.

Definicija 3.2

Naj bo (K, +,-) kolobar in M mnozica. Potem je M K-modul, ¢e je (M,+) Abelova
grupa in obstaja prelikava K x M — M, ki slika (k, m) — km, ki je homogena, zanjo
veljata obe distributivnosti, ter velja 1x - m = m.

N C M je podmodul modula M, ce je za isti operaciji sam modul, oz. je aditivna
podgrupa M ter socasno zaprta za modulsko mnozenje.

Vsota ter presek podmodul je prav tako modul. Ce neni¢elen modul nima pravega pod-
modula, mu pravimo enostavni modul.

Uvedemo tudi pojem homomorfizma modulov (nad istim kolobarjem), ki je aditivna ter
multiplikativna preslikava, ki fiksira elemente kolobarja: ¢(u 4+ v) = @(u) + ¢(v) ter
(au) = ap(u). Kot po navadi sta jedro ter slika homomorfizma modulov podmodula.

Definicija 3.3: Kolobar endomorfizmov

Mnozica endomorfizmov End g (M) K-modula M postane kolobar, ¢e definiramo seste-
vanje endomorfizmov na oc¢iten nacin ter mnozenje endomorfizmov kot komponiranje.

Lema 3.4: Schur
Ce je M enostaven K-modul je kolobar Endg (M) obseg

Oris dokaza. Naj bo ¢ € End(M) nenicelen. Potem je ker(y) pravi, im(¢) pa netrivialen
podmodul enostavnega modula M. Sledi ker(¢) = {0} ter im(p) = M, sledi da je ¢
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avtomorfizem, posledi¢no obrnljiv. O

Kot je zdaj ze navada lahko definiramo kvocientni modul K-modula M po svojem pod-
modulu N z enakima operacijama seStevanja in modulskega mnozenja odsekov.

Kot bi pri¢akovali od razsiritve pojma vektorskega prostora lahko definiramo tudi linearno
neodvisnost ter bazo modula. Moduli pa Zal ne podedujejo vseh lastnosti vektorskih
prostorov, kot ilustrira naslednji primer.

Primer 3.5

Ce je G koncna aditivna grupa, potem za |G| = n velja nu = 0 Yu € G. Sledi, da
nobena neprazna podmnozica Z-modula G ni linearno neodvisna.

Definicija 3.6

Modul, ki ima bazo, se imenuje prost modul.

Prostemu Z-modulu M pravimo prosta Abelova grupa.

Tudi prosti moduli se substantivno razlikujejo od vektorskih prostorov; podmodul pro-
stega modula na primer ni nujno prost (Z4 je kot modul nad samim sabo prost, a 2Z,
ni prost kot modul nad Zy,), ter velikost baze ni nujno enoli¢no dolo¢ena. Nam pa je v
olajsanje dejstvo, da so linearne preslikave (homomorfizmi) med moduli enoli¢no doloceni
z slikami baznih »vektorjev.

V pricakovanju tenzorskega produkta omenimo naslednji trditvi:

Trditev 3.7

o Za vsako mnozico B ter kolobar K obstaja prost modul nad K z bazo B.

e Naj bo M prost K-modul z bazo B ter N poljuben K-modul. Vsako preslikavo:
f : B — N lahko na enoli¢en nacin razsirimo do homomorfizma modulov.

Presenetljivo je morda dejstvo, da prva trditev velja tudi v primeru, ko je B neskonéna -
tedaj zahtevamo, da so vse razen kon¢no mnogo komponent elementa modula nicelne.

Definicija 3.8

Modul nad obsegom D imenujemo vektorski prostor.

Za module nad obsegi potem veljajo pricakovane lastnosti. Zaradi simetrije se brez skode
za splosnost omejimo na leve vektorske prostore.
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Izrek 3.9

Vsaka linearno neodvisna mnozica T v vektorskem prostoru V nad obsegom D je
vsebovana v neki bazi prostora V.

Oris dokaza. S naj bo mnozica vseh linearno neodvisnih mnozic v V', ki vsebujejo T,
ter jo delno uredimo z inkluzijo. Hiter premislek poda, da je mnozica, ki jo dobimo z
unijo katerekoli verige, linearno neodvisna, kar pomeni, da vsaka veriga vsebuje zgornjo
mejo - posledi¢no ima vsaka veriga maksimalni element, po Zornovi lemi. Ta maksimalni
element B je baza, saj je B = BU {v} za vsak vektor v € V| saj je B zgornja meja verige.
Sledi, da je v linearna kombinacija vektorjev iz B, kar dokaze zeleno. O

Zvita posledica izreka je, da ima vsak vektorski prostor nad obsegom bazo, saj lahko
vzamemo T = {}. Sledi:

Trditev 3.10
Vsak modul nad obsegom je prost.

Enoli¢nost velikosti baze lahko pokazemo z analognim postopkom kot nad poljem - izme-
njavanjem vektorjev.

3.1 Tenzorski produkt

Obravnavali bomo tenzorski produkt modulov nad komutativnim kolobarjem K. Naj
bosta M in N zaporedoma modula dimenzij m in n nad komutativnim kolobarjem K.
Potem je M ® N tenzorskih produkt slednjih, ter je sam modul dimenzije m - n nad K.

Definicija 3.11

Formalno definiramo M ® N kot kvocient Fj; y (modul, ki ima za bazo mnoZico M x N
- obstoj takega modula ni tezko zagotoviti), ter Ny, ki je podmodul Fysn, ki ga
generirajo elementi oblike (au + a'u’,v) — a(u, v) — d'(v/, v) ter (u, bv + 0'v") — b(u, v) —
b (u, ).

Izrek 3.12: Univerzalna lastnost tenzorskega produkta

Naj bosta M, N modula nad komutativnim kolobarjem K. Potem obstaja bilinearna
preslikava (u,v) — v ® v med M x N in M ® N, ki ima naslednjo lastnost: Za vsak
K-modul P in vsako bilinearno preslikavo ® : M x N — P obstaja enoli¢no doloc¢ena
preslikava ¢ : M @ N — P, da je ¢p(u ® v) = ®(u,v).

Izrek nam pove, da smo tenzorski produkt, ob predpostavki bilinearnosti, definirali na
najsplosnejsi mozen nacin.
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Bilinearnost preslikave (u,v) — u®w ekvivalentno karakterizirajo enakosti: (u+u')®@v =
uRU+Uu v, u(V+v)=uRv+uRv ter a(uRv) = au v =u® av.

Definicija 3.13

Tenzorski produkt linearnih preslikav ¢ : M — M’ in 1) : N — N’ je linearna preslikava
PR : M N — M ® N, podana s predpisom

¢ QY(u®v) = d(u) © P(v).

7 lahkoto preverimo lastnosti distributivnost tenzorskega produkta preslikav nad seste-
vanjem, homogenost ter (¢; ® ¢2)(11 @ Vo) = 1o @ P1)s.

Trditev 3.14

Ce so M, N in P moduli nad K je:
e M&GN=ZN&GM.
e MRN)P=ZM®(NQP).
e M®N)QPEZ(M®P)®(N®P).

Izrek 3.15

Ce sta modula M in N prosta nad kolobarjem K, potem je tudi M @ N prav tako
prost. Velja tudi, da ¢e sta {e;} in {f;} zaporedoma bazi M in N, potem je mnozica
{61‘ (9 f]} baza M X N
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4 Komutativni kolobarji

Naj bo F polje in F[X] kolobar polinomov nad F'. Z analizo stopnje produkta polinomov
ugotovimo, da je kolobar F[X] komutativen ter brez deliteljev nica, posledicno cel. Vsi
njegovi obrnljivi elementi pa so nenicelni konstantni polinomi.

Trditev 4.1: Osnovni izrek o deljenju polinomov

Za vsak par polinomov f(X), g(X) € F[X], pri ¢emer je g(X) # 0 obstajata enoli¢no
dolo¢ena polinoma ¢(X),r(X) € F[X], da velja:

f(X) = q(X)g(X) + r(X),

in je r(X) = 0 ali deg(r) < deg(g)

Trditev 4.2: Faktorski izrek

Vsak polinom f nad poljem F ima najve¢ deg(f) nicel.

Definicija 4.3

o Polinom je nerazcepen, ¢e je nekonstanten ter ni produkt nobenih dveh nekon-
stantnih polinomov.

 Polinom v Z[X] je primitiven, ¢e so si njegovi koeficienti tuji.

Lema 4.4: Gauss

Produkt primitivnih polinomov je primitiven. Prav tako je celostevilski polinom ne-
razcepen nad Z[X| natanko tedaj, ko je nerazcepen nad Q[X].

Izrek 4.5: Eisensteinov kriterij

Naj bo f(X) = a, X" +a, 1 X" ' +---+ag v Z[X]. Ce obstaja tako prastevilo p, da
velja:

T plazavseie{0,1,...,n—1}.

t p*f ao ter p{ an,
potem je f nerazcepen nad Z[X].

Naloga 4.6

Pokazi, da je polinom ®,(X) = X7~ + XP~2 + ... 4+ 1 nerazcepen nad Z[X].

Oris dokaza. ®,(X) =5 = (X +1) =+ (X +1)P—1). O
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Trditev 4.7

Naj bo f(X) = a, X"+ - -+ag polinom nad Q ter prastevilo p ne deli a,,. Ce je polinom
f(X) = (a, +pZ)X™ + --- + (ap, + pZ) nerazcepen nad Z,, potem je nerazcepen tudi
nad Q.

4.1 Ideali

Ideal je glavni, ¢e je generiran z enim elementom, ter koncno generiran, ¢e ga generira
kon¢éno mnogo elementov. Elementi aq,...,a, generirajo ideal (ai,...,a,), za katerega
velja

(ay,...,a,) = {a1) + -+ {a,).

Kolobar je glavni, ¢e so vsi ideali nad njim glavni.

Definicija 4.8

Cel kolobar K imenujemo Fuvklidski kolobar, ¢e obstaja preslikava § : K — Ny z
naslednjima lastnostima:

» Za vsak par elementov a,b € K obstaja par elementov ¢, € K, da jea = qgb+r
injer =0 ali §(r) <d(b).
e 6(a) < d(ab) za vse a,b € K \ {0}.

Primeri evklidskih kolobarjev so Z,F[X], Z[i], ki imajo norme |-|,deg(-) ter d(a + bi) =
a? + b?.

Zmano dejstvo iz kolobarja celih stevil, znano pod imenom »Bezoutova lema«, v resnici
velja v vseh glavnih kolobarjih. Namrec¢: a,b € K \ {0} imata najvecji skupni delitelj d,
ki je oblike d = ua + vb za neka u,v € K

Trditev 4.9
Naj bo p nenicelen element glavnega kolobarja K. Naslednje trditve so potlej ekviva-
lentne:

e p je nerazcepen.

o Ideal (p) je glavni.

« K/(p) je polje.

Definicija 4.10

Komutativen kolobar K se imenuje Noetherski, ¢e se vsaka narascajoca veriga idealov
kolobarja K
LCLC...

ustavi, sepravi obstajan € N,y daje [, = [,,1 = ....
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Vsak komutativen kolobar, v katerem je vsak ideal kon¢no generiran je Noetherski.

Izrek 4.12: Hilbertov izrek o bazi

Ce je K komutativen Noetherski kolobar, potem je tudi kolobar K[X] Noetherski.

Naj bo K komutativen kolobar. Elementu p € K pravimo praelement, ¢e ni nic¢elen in
ni obrnljiv, ter iz

plab = p|a ali p|b.

Evklidova lema iz Z motivira naslednjo trditev

V vsakem celem kolobarju je vsak praelement nerazcepen, v glavnem kolobarju pa
praelementi in nerazcepni elementi sovpadajo.

Cel kolobar K imenujemo kolobar z enolicno faktorizacijo, ¢e za vsak a € K, ki je ne-
nicelen in neobrnljiv, velja, da ga lahko zapisemo kot produkt nerazcepnih elementov,
ter da je ta zapis enolicen do vrstnega reda ter asociiranosti natanc¢no.

o Za cel kolobar K velja naslednja veriga implikacij:
K je evklidski = K je glavni = K je kolobar z enoli¢no faktorizacijo

e V kolobarju z enoli¢no faktorizacijo praelementi ter nerazcepni elementi sovpa-
dajo.
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5 Razsiritve polj

Izrek 5.1

Naj bo F polje ter p nerazcepen polinom nad F. Potem obstaja razsiritev polja I, ki
jo imenujmo G, v kateri ima p niclo.

Dokaz. Naj bo G = F[z]/(p(x)). Ker je p nerazcepen nad F' je ideal (p) maksimalen,
posledicno je G polje. G vsebuje F', saj je restrikcija kanonicnega epimorfizma na F
izomorfna F. Naj bo ¥ slika x pod kanoni¢nim epimorfizmom v G. Velja:

p(T) = p(z) = p(z) = 0,

kar pomeni, da je odsek x mod(p(z)) nicla p v G. O

Trditev 5.2

Naj bo §# = x mod p(z) nicla p v Flz]/(p(z)). Potem so elementi 1,0, ...,0"! baza
Flz]/(p(x)) kot vektorski prostor nad I, kjer je n stopnja razsiritve ter polinoma p.

Izrek 5.3
Naj so FF C K C L polja ter [L : K|,[K : F| kon¢na. Potem je:

[L: F)=I[L:K|K:F]

Dosti preprosto pridemo tudi do ugotovitve, da je razsiritev polj kon¢na natanko tedaj,
ko jo generira kon¢no mnogo algebrai¢nih elementov.

22



Hugo Trebse Algebra 2

Literatura

[1] prof. dr. Matej Bresar. Uvod v Algebro. 2018.

23



	Grupe
	Kvocientne grupe
	Direktni ter notranji produkti
	Delovanje grup
	Izreki Sylowa


	Kolobarji ter njihove nadgradnje
	Vaje
	Ideali

	Moduli
	Tenzorski produkt

	Komutativni kolobarji
	Ideali

	Razširitve polj
	Literatura

