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Hugo Trebse Algebra 1

1 Raznovrstno

Matrika A je nicelna <— Yo eV : Av=0

e Inverzne matrike komutirajo.

Diagonalne matrike komutirajo.

Polinoma v isti matriki komutirata A € O"*" ter p,q € O[X]

T1 T2 I3 T,
af a3 a3 z;
:H(xz ;)
i#]
n n n n
Ty Ty g Ly

Oris dokaza. Determinanta je polinom v n spremenljivkah, ter, ¢e je z; = x;, potem je
determinanta nic¢elna. Po faktorskem izreku sledi, da je

detV = c[](z; — ;).
i#]

Matrika C' € R?*? ima nidelno sled <= obstajata matriki A, B € R?*? da velja

C = AB — BA.
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2 Determinante

Naj bo e; = [0,...,1,...,0], kjer je enka na j-tem mestu. Sledi, da so naslednje
matrike obrnljive:

_ Cilop2
O B = @5 0 - o o Bty By Bttty < 0 0 5 Bl Gy Bttt o 00 By B O LB, = Iy
o Pyp=le1,€,...,06...,6,] In a#0, saj je Pa,k-Pé,k =1,

e P=1I,+a-E,, kjer ima E, , edini nenicelni vnos v celici (p,q) in p # ¢, saj je
(In + aBpg)(In — abpy) = I

Ker so zgornje matrike obrnljive in zaporedoma predstavljajo menjavo vrstic, mnozenje
vrstice z nenicelnim skalarjem ter pristetje veckratnika vrstice neki drugi vrstici lahko na
matriki A izvajamo Gaussov posotpek, ter na koncu dobimo matriko PAQ ™! za obrnljivi
matriki P in Q).

Ce imamo npr. nehomogen sitem enacb

Ax =10
za znano matriko A in stolpec b lahko tvorimo razirjeno matriko A = [A[b] ter izvajamo
Gaussov postopek na A dokler ne dobimo zgornjetrikotne matrike.

Na podoben nadin lahko reimo veé sistemov, saj zapisemo A = [A]b;...b;). Na ta
nacin lahko prevedemo iskanje inverza na sledec¢ sistem [A|I] = [Alejes . . . e,], katerega z
Gaussovo eliminacijo prevedemo na [I|B], kjer je A- B =1

Naj bo A € O™ ter b € O". Ce je det(A) # 0 je resitev sistema Az = b enoli¢na ter
enaka = = [z1, %9, ..., 1,]7, kjer je

det [AW, ..., AU=D, b, AGD, . AW)]
B det(A)

g
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Izrek 2.3

o Lastni vektorji paroma razli¢nih lastnih vrednosti so linearno neodvisni.
[ ]

det(AB) = det(A) det(B) ter det(A”) = det(A)

« Naj bo A;; minor, ki ga dobimo z delecijo i-te vrstice ter j-tega stolpca.

A= [ag)t oy = [(=1)" det(Ayy)]

n
ij=1

n
det(A) = Z aijaij = aljalj —|— a,gjagj + coo + anjanj
i=1

AAT = det(A)I

Oris dokaza. Dokaz razvoja po j-tem stolpcu sledi tako, da zaporedoma izracunamo de-
terminante matrik

AW A@e] ter [AW AR AUTD o AUTD A

ter na koncu

[A(l) A(2), c. ,A(jil), aljel + a2j€2 + e 4 anjen, A(jJrl), ce ,A(n)],

Y

kjer izrac¢un druge z antisimetri¢nostjo prevedemo na izracun prve, ter izracun tretje preko
antisimetri¢nosti prevedemo na izracun druge.

Konstrukcijo inverza dokazemo tako, da opazimo da je skalarni produkt vrstic in stolp-
cev, ki pristanejo na diagonali enak det(A) po prejsnji tocki, skalarni produkt vrstic

in stolpcev, ki pa ne koncajo na diagonali pa nicelen, saj je enak determinanti matrike
(A, AG=D 4G A+ AG)]. O

Trditev 2.4
Kot trivialne posledice definicije determinante kot n-linearni antisimetri¢ni funkcional
dobimo naslednje:

» Menjava dveh vrstic/stolpcev spremeni predznak determinante.

o Pristevanje vrstice drugi vrstici ne spremeni vrednosti determinante.

« MnoZenje stolpca/vrstice s skalarjem A spremeni determinanto za faktor A™

Nasvet

Determinanto si lahko predstavljamo na par nacinov: kot vsoto produktov, ki vsebuje
znak permutacije - tedaj je najuporabnejsi razpis po vrstici/stolpcu, kot koli¢ino ki
»meri« obrnljivost matrike ter kot n-linearni antisimetri¢ni funkcional, ki trivialno
poda zgornjo trditev.
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3 Struktura Endomorfizmov

o Au(X)=det(A— XI)

e 0(A) =spec(A) ={AeR|Fv#0eV. Av = \v}

« Algebrai¢na veckratnost lastne vrednosti A je veckratnost nicle A v A4 (X),
geometricna veckratnost pa dim(ker(A — \I))

Naj bo A € O™ ter karakteristi¢ni polinom A 4(X). Potem je As(A) = 0.

Oris dokaza.

(A= A)(A M) = det(A — A)T = Ag(V,

upostevamo, da so vnosi prirejenke polinomi stopnje kve¢jemu n — 1, nato interpretiramo
kot enakost matrik, sledi da so istolezni vnosi enaki ter dobimo telescoping.

O

A nicla Aa(X) = X nicla mu(X).

Oris dokaza. A je lastna vrednost, Jv # 0, da je Av = Av. Delimo ma(X) z X — X ter

dobimo
ma(X) = q(X)(X = A) +ma(N),

= ma(A) = q(A)(A — ) + ma(\)]

0
0=q(A)(A—=Xv+ma(Nv=mu(\)v
U

Naj bo m_4(X) minimalni polinom invertibilnega endomorfizma A. Potem je m 4-1(X)
veckratnik recipro¢nega polinoma A. Sepravi,

b : . o1 1
ma(X) =) a X" = my(X)=—> api X' = —my (—) .
i=0 a0 ;= Qo X
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Matrika A € C™*™ je diagonalizabilna, natanko tedaj ko:

e Ima n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.
o Vsaka geometricna veckratnost je enaka algebraicni.

e Minimalni polinom A ima same enostavne nicle.
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3.1 Korenski podprostori

Dekompozicija na direktno vsoto invariantnih korenskih podprostorov poda blo¢no dia-

gonalizacijo.

Korenski podprostor za lastno vrednost \;

Wj = ker((.A - )\Jldv)m])

je invarianten za endomorfizem A. Ce so Ai, As, ..., \, vse lastne vrednosti za A velja
T
V= @ W;
j=1

Oris dokaza. Definiramo
m(X)

i(X) = =
pi(X) X — Ay
ter uporabimo »Bezoutovo lemo«, da dobimo:
p1(A)@1(A) + pa(A)ga(A) + -+ - + pr(A) g, (A) = idy.
Obstoj razcepa vektorja x € V poda konstrukcija z; = p;(A)g;(A)z, hitro preverimo

tudi z; € W;. Enoli¢nost dobimo, saj bi v nasprotnem primeru obstajali z; € W;, da je
O

T i
iz1 2 =0

Minimalni ter karakteristicni polinom zozitve A na W sta, kot pricakovano,

mA|Wj (X) = (X — )\j)mj ter AA'Wj (X) — (X _ )\j)nj

Oris dokaza. Po definiciji je minimalni polinom Aly, oblike (X — A;)%, ker nicle mi-
nimalnega ter karakteristicnega sovpadata hitro dobimo, da je karakteristicni polinom
zozitve predpisane oblike. Da enako velja za minimalnega velja, ker bi drugace polinom
(X — A1) ... (X — Ap)® bil veckratnik m 4(X), po dekompoziciji, hkrati pa (prav tako

po dekompoziciji) velja m; > s; O

Matrika je diagonalizabilna <= vse ni¢le minimalnega polinoma so enostavne.

Oris dokaza. Diagonalizabilnost = enostavne nicle, ker lahko preverimo, da je
(A= N\idy)...(A=Nidy) =0,

po dekompoziciji. V obratno smer pa z zozitvami.
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3.2 Jordanova forma

Analiziramo nilpotentni endomorfizem N reda r. Definiramo V; = ker(NY)
e Zaj>njV,=V
s €V, <= NzeV_,.
e {0}=VoCWC. . V,=V
e {0}=VoCcViC...V,=V

Oris dokaza. 4. tocka sledi, saj obstaja direktni komplement ker(N7~1) v V; O

Ce so B = {vi,...,v,} linearno neodvisni elementi V;, ter je Lin(B) U V;_; = {0} so
Nuy, ..., Nv, linearno neodvisni elementi V;_1, ter velja N'(B) UV;_, = {0}

Zgornja lema omogoca, da dekompoziramo V' na direktno vsoto vektorskih podprostorov,
v katerih se zaporedoma nahajajo le vektorji, ki jih unici neka specificna potenca N. Slike
teh vektorjev se pomikajo dol po verigi, kar da konc¢no urejenost Jordanove baze.

Lema 3.11: Jordanova kanoni¢na forma

Za lastno vrednost A\; v Jordanovi kanoni¢ni formi matrike A velja:

« Lastna vrednost se na diagonali pojavi tolikokrat, kot je njena algebrai¢na vec-
kratnost

 Velikost najvecje celice je m; x mj, kjer je m; veckratnost nicle A\; v my

« Stevilo celic za Aj je enako Stevilu linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

3.3 Vaje
o Za A € C™" gz lastnimi vrednostmi (Stete z veckratnostmi) Ay, ..., \, velja

n

tr(A) = i)\i ter det(A) = (=1)"- [ N\

« Racunanje potenc matrik (ali njihovih korenov) je dosti lazje v diagonalizirani
obliki.

Oris dokaza. Prva tocka je oc¢itna po analizi karakteristicnega polinoma. U



Hugo Trebse Algebra 1

4 Vektorski prostori s skalarnim produktom

4.1 Skalarni produkt ter norma

Naj bo V' vektorski prostor ter F € {R, C}. Skalarni produkt je preslikava () : V. — F
za katero velja:

o (z+y,2) =(z,2)+(y,2)
(az,y) = afz,y).
s (z,9) = (y, 7).
(

x,x) > 0 z enakostjo natanko tedaj, ko je x = 0.

o ||z|| = 4/(x,x) je homogena, pozitivna, ter zanjo velja trikotniska neenakost.

+ Ce normo inducira skalarni produkt zanjo velja Pitagorov izrek ter paralelogram-
ska enakost:
(z,9) =0 = ||z +ylI* = [l=]* + [ly]I*

lle =yl + iz + yll* = 2 (|l=I1® + 1y]I?)

[z, y)| < /) - (y, ) = [l - 1]yl

Oris dokaza. p(t) = (tax +y, tar+y) je za a € C, za katerega velja |a| = 1 ter a(z,y) =
|(x,y)|, nenegativen polinom druge stopnje. O

4.2 Ortogonalnost

e Mnozica P je ortogonalna, e je Vx,y € P, (z,y) = 0.
o Mnozici M, N sta pravokotni, ¢e je Vo € M,y € N, (z,y) =0

o Ortogonalni komplement mnozice M je mnozica

—{zeV|VyeM.(z,y) =0}

10
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V' je vektorski prostor in {x1,Zs,...,z,} so linearno neodvisni. Potem obstajajo
{Y1,92, ..., Yn}, ki so ortogonalni ter velja:

Vk < n:Lin{zy,...,zx} = Lin{y1, ...,y }

Oris dokaza. y; = x1 ter iS¢emo yy,11 v obliki Y1 = a1 — 1y1 — -+ - — AYm- Ker so
{y;} ortogonalni sledi, da je (zy41,v;) = ;- (Y5, y;)- O

o Ortogonalna mnozica brez 0 je linearno neodvisna.

o Ce je {v;}1<i<n ortonormirana baza prostora V' je za vse z,y € V:

n n

=Y (z,v)v; ter (z,y) = (z,v;){y,vs)

i=1 =1

o Pravokotna vsota podprostorov je direktna
Zavsak W CVijeV=Wa@Wt

Naloga 4.7: Pravokotni projektor

Pravokotna projekcija na podprostor W C V' je linearna preslikava:

pryy (v) = Z (v, w) Wi,

i=1 <wi7 wz)

kjer je {ws,...,wy} ortogonalna baza za W. Pokazi, da je najbizja tocka vektorju v,
ki je v podprostoru W, ravno pry, (v).

11
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5 Dualna preslikava

Definicija 5.1

Ce je By = {v1,...,v,} baza prostora V je njena dualna baza prostora V* linearnih
funkcionalov na prostoru V oblike By« = {1, ..., ¢, }, kjer velja

(08) 1, cejei =7
AN 0, drugace

Kot zanimivost omenimo, da ¢e opazujemo vektorje iz By kot stolpce v F", potem rotacija
stolpcev za 90° v nasprotno smer urinega kazalca predstavlja izomorfizem, ki slika By v
dualno bazo, ¢e si V* zapisemo kot vrstice v F".

Hitro opazimo, da izracun vrednosti linearnega funkcionala ¢ v vektorju x € V ustreza
»skalarnem produktu« vrstice, ki predstavlja dekompozicijo ¢ glede na By «, ter stolpca,
ki predstavlja dekompozicijo x glede na By,

Izrek 5.2
Naj bo A € L(V,W) ter By in By zaporedoma bazi V' in W. Definirajmo

Al()) = o A Kjer je A* € LOW*, V),

ter sta W* ter V* prostora linearnih funkcionalov na vektorskih prostorih W in V.
Ceje A= Ag‘va, potem linearni preslikavi A% glede na dualni bazi By ter By pripada
matrika AT. Preslikavo A? imenujemo dualna preslikava preslikavi A.

Oris dokaza. Na dva nacina izracunamo ; o A(vy), kjer je ¢; € By« ter v, € By. O

Tako dobimo znane lastnosti transponiranih matrik, kot so aditivnost, homogenost ter
(BA)T = AT BT prav tako pa od baze odvisen izomorfizem med V in V*.

12
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5.1 Reprezentacija

Zelimo od baze neodvisen izomorfizem med V in V*.

Naj bo ¢,(x) : ¢ — (x, z) preslikava med V in F. Ocitno je ¢, linearni funkcional.

®: 2z — ¢, je kot preslikava iz V' v V* posevni izomorfizem.

Oris dokaza. Posevna homogenost ter aditivnost sta trivialni. Injektivnost je ocitna, saj
¢e za linearni preslikavi B, C ter vse x,y velja

(z,By) = (z,Cy),
potem je B =C.

Obravnavajmo surjektivnost. Ce je ¢ trivialen funkcional je izbira z = 0 o¢itna. Denimo,
da je ¢ netrivialen linearni funkcional. Potem je kot preslikava iz V' v F surjektivna, po
dimenzijski ena¢bi za W = ker () velja dim(W) = n — 1, sledi da je V = W @ W+, kjer
je W+ enodimenzionalni vektorski prostor, posledi¢no oblike W+ = F - u za nek vektor
full = 1.

Naj bo v € V poljuben, sledi da je v = o+ M za x € W,y € WT. Sledi (v,u) = .
Poslediéno je ¢(v) = p(Au) = (v, uyp(u) = (v, up(u)) O

Posledica je:

Ce je V konénorazsezen vektorski prostor s skalarnim produktom, potem za vsak
@ € V* obstaja enoli¢no dolocen z € V| da je

p(z) = (2,2)

13
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6 Hermitsko adjungirana preslikava

6.1 Osnove
Definicija 6.1

Naj bo A € L(U,V) ter &y in Oy izomorfizma med U in U* ter V in V*, kot ju
karakterizira Rieszov izrek. Potem je A* € L(V,U) A* = &, o A? o &, Hermitsko
adjungirana preslikava preslikavi A.

Izrek 6.2: Lastnosti Hermitsko adjungirane preslikave

o A* je linearna

o A* je enolicna preslikava, da za Vo € U,y € V velja
(Az,y) = (2, A'y)

o (A*z,y) = (z, Ay), posledicno (A*)* = A
« Standardne lastnosti, ki bi jih pricakovali od kompozicije transponiranja ter ko-

njugiranja:

(A+B)* = A" + B*, (@ A)* = aA*, (AC)* =C*A*

Oris dokaza. Prva tocka je trivialna. Pri drugi tocki enoli¢nost sledi po znani lemi o
ujemanju preslikav, obstoj pa preverimo racunsko tako, da prevedemo (z, A*y) v (Ax,y)
po definiciji A*. Tretja tocka sledi po uporabi druge tocke ter posevne simetri¢nosti

skalarnega produkta, zadnja pa racunsko po definiciji Hermitsko adjungirane preslikave.
O

Trditev 6.3: Matrika Hermitsko adjungirane preslikave
Naj bo A € L(U,V) ter By, By ortonormirani bazi. Naj bo A = [a;;] matrika A glede
na te bazi ter A* Hermitsko adjungirana preslikava preslikavi A. Sledi:

* Qi = (Auj,vi)

« A* glede na bazi By in By pripada matrika A¥ = [b;;], kjer je b;; = aj;

Oris dokaza. .
AU]‘ = Zazjvi — <AU]‘, Uz‘> = Qyj <UZ‘,UZ'> = Qy
=1

bij = (A"vj,w;) = (v, Aw;) = (Au;, v5) = ay;

Lema 6.4: O pravokotnih vsotah

A€ L(U,V), potem je U = ker(A) @ im(A*) ter im(A*) = (ker(A))~*

14
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Oris dokaza. Dokazati je treba le drugo izjavo, kar dosezemo z obema inkluzijama. In-
kluzija im(A*) C (ker(.A))T sledi hitro po karakteristic¢ni lastnosti A*. Za dokaz obratne
inkluzije pa predpostavimo u € (im(.A*))? ter po analognem postopku dobimo u € ker(A).
Ker ortogonalni komplement obrne vsebovanost sledi tudi druga inkluzija. O

Naj bo o(A) spekter preslikave A. Potem je o(A*) = g A.

Oris dokaza. Ce je jedro preslikave A— \-idy netrivialno je slika preslikave (A—X-idy)* =

A* — X -idy nepolna, sledi da je jedro te preslikave prav tako netrivialno. O

Lema 6.6: O invariantnih podprostorih

Naj bo A endomorfizem V ter U C V. Tedaj je U invarianten za A natanko tedaj, ko
je Ut invarianten za A*.

Oris dokaza. Ker sta -* in -+ involuciji je zadosti pokazati le eno implikacijo. Naj bo U

invarianten za A. Potem je za vsak x € UL in vse y € U (Ay, z) = 0, sledi (y, A*z) = 0.
Ker ta enakost velja za vse y € U je A*x € U*. O

Za unitaren prostor V ter A € L£(V') obstaja ortonormirana baza, v kateri je matrika
A zgornjetrikotna.

Oris dokaza. Gram-Schmidtov postopek na Jordanovi bazi. O

Naloga 6.8: Gramova matrika

Naj bo B = {vy,...,v,} baza vektorskega prostora V' s skalarnim produktom. Defini-
rajmo Gramovo matriko:

G = [(Uz‘avjﬂzg‘:l-
Pokazi, da je G obrnljiva matrika, ter da za A € L(V) velja:

A;(:‘,”B:FOAII;{BO@

15
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6.2 Normalni endomorfizmi

Iz poglavja o strukturi endomorfizma vemo kdaj se endomorfizem da diagonalizirati, sedaj
pa nas zanima Se diagonalizacija v ortonormirani bazi.

Ce se da matriko A diagonalizirati v ortonormirani bazi sledi, da je tudi matrika AY
diagonalna v ortonormirani bazi, posledi¢no velja

AAH = AT A,
Definicija 6.9: Normalnost

Endomorfizem A € L(V) je normalen, ¢e velja AA* = A*A. Matrika A € C™™" je
normalna, ée je AAT = AHA

Vsak endomorfizem, ki ga lahko diagonaliziramo v ortonormirani bazi je posledi¢no nor-
malen. Velja tudi, da normalnim endomorfizmom v ortonormiranih bazah pripadajo nor-
malne matrike.

Trditev 6.10

Endomorfizem A € L(U) je normalen natanko tedaj, ko Vz,y € U velja:
(A*z, A"y) = (Az, Ay).

Zgornja trditev poda naslednje posledice:
o ||A*z|| = || Azx|| za vse z € U.
o ker(A*) = ker(A).
o A — aidy je normalen za vsak o € F
o Dvojnost lastnih vektorjev: Ar = axr <— A*x = ax.

o o(A*) =0(A), saj je ker(A — aidy) = ker((A — aidy)*) = ker(A* — aidy)

» Lastna vektorja pripadajoca razlicnim lastnim vrednostim sta pravokotna.

Oris dokaza. Po osnovni lastnosti Hermitsko adjungirane preslikave je
(A*z, A*y) = (x, AA™y).

Zadnjo tocko dokazemo tako, da glede na Ay ter dvojnost lastnih vektorjev izracunamo
A1 (1, x9) za lastna vektorja xy, z9, ki pripadata lastnim vrednostim Aj, As. O

Izrek 6.11: Normalnost je diagonalizabilnost

Naj bo A € L(U) normalen endomorfizem nad poljem F € {R,C}. Sledi:
« CejeF =C, potem se da A diagonalizirati v ortonormirani bazi nad C.

« Ceje F = R in ima karakteristi¢ni polinom A 4(X) zgolj realne nicle, potem se
da A diagonalizirati v ortonormirani bazi nad R.

16
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Oris dokaza. Izvajamo indukcijo na dimenziji prostora. Denimo, da je dimenzija prostora
U enaka n+1 ter da vse nic¢le A 4 lezijo v F. Najdemo normirani lastni vektor v; z lastno
vrednostjo \; za A ter opazujemo njegov ortogonalni komplement v{-. Ker je prostor F-v;
invarianten za A je vi invarianten za A*. Ker je A*v; = A\jv; je F-v; invarianten tudi za
A*, posledi¢no je vi- invarianten za A.

Ker indukcijska predpostavka velja za endomorfizem A|U1¢ prostora vi- dobimo Zeleno. [J

A je normalen endomorfizem, ¢e obstaja ortonormirana baza iz lastnih vektorjev.

6.3 Sebi adjungirani endomorfizmi

o A L(V) je sebi adjungiran, ¢e velja A* = A
o Matrika A € C™*" je hermitska, ¢e je A" = A.
o Matrika A € R™*" je simetricna, ¢e je AT = A.

Sebi adjungiranim endomorfizmom glede na ortonormirano bazo pripadajo hermitske
matrike.

o A je sebi adjungiran <= (Az,y) = (z, Ay)
« Naj bo A € L(U) sebi adjungiran. Ce je Vo € U (Axz,z) = 0, potem je A = 0.

Oris dokaza. Lotimo se druge tocke: (A(z +y),z+y) = (Az,y) + (y, Az). Cejey = Ax
dobimo nicelnost. O

Vse nicle karakteristicnega polinoma sebi adjungiranega endomorfizma so realne.

Oris dokaza. Zaradi dvojnosti lastnih vektorjev velja, daje Av = av <— A*v=av. 0O

Naj bo V unitaren vektorski prostor. Za vsak A € L(V') obstajata enoli¢no dolo¢ena sebi
adjungirana endomorfizma B,C € L(V), da je A = B+ iC. Nastavimo namre¢

B=%(A+A*) ter €= (A~ A

A € L(V) je sebi adjungiran <= A lahko diagonaliziramo v ortonormirani bazi ter
je pripadajoca matrika realna.
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6.3.1 Definitnost

Naj bo A sebi adjungiran endomorfizem prostora V. Pravimo, da je pozitivno semi-

definiten, Ce za vse x € V velja
(Az,z) > 0.

Ce velja stroga neenakost je A pozitivno definiten, analogno definiramo negativno se-
midefinitnost ter negativno definitnost.

Pozitivno definitnim sebi adjungiranim endomorfizmom glede na ortonormirane baze pri-
padajo pozitivno definitne matrike, saj je po definiciji Ax = Ax.

Sebi adjungiran endomorfizem A je pozitivno (semi)definiten natanko tedaj, ko so vse
njegove lastne vrednosti pozitivne (nenegativne).

Oris dokaza. 1z leve v desno je ocitno. Iz desne v levo uporabimo dejstvo, da lahko A
diagonaliziramo v ortonormirani bazi nad R. O

Analogna trditev velja za negativno (semi)definitne endomorfizme, dokaz je prav tako
analogen.

Naslednji izrek je trivialna posledica pozitivnosti/nenegativnosti lastnih vrednosti A.

Sebi adjungiran endomorfizem A s karakteristicnim polinomom
AA(X) = anX"—i----—l-alX—i-aO

je:
o Pozitivno definiten <= za vse k € {0,1,...,n}, (=1)*a; > 0.

o Pozitivno semidefiniten <= obstaja m € N, da je za k < m, ar = 0 ter za
k>m, (=1)ka, >0
o Negativno definiten <= za vse k € {0,1,...,n}, (—1)"a; > 0.

o Negativno semidefiniten <= obstaja m € N, da je za k < m, ax = 0 ter za
k> m, (=1)"ay > 0.

Oris dokaza. Vietove formule. O

A je pozitivno (semi)definitna matrika. Potem je matrika, ki jo dobimo z izbrisom
nekaj istoleznih vrstic in stolpcev tudi pozitivno (semi)definitna
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Oris dokaza. Vektorje iz prostora F*~ !l razsirimo v vektorje prostora F”, kjer so neob-
stojec¢e komponente nicelne. O

Lema 6.21

Determinanta matrike je enaka produktu lastnih vrednosti.

Ker je A pozitivno definitna <= —A negativno definitna je naslednji izrek uporabem
tudi v tem primeru.

Matrika A je pozitivno definitna <= A je Hermitska in vsi njeni vodilni minorji so
strogo pozitivni.

Opomnik: vodilni minorji so poddeterminante, ki jih dobimo z izbrisom prvih nekaj
istoleznih vrstic ter stolpcev.

Oris dokaza. 1z leve v desno sledi po izreku zgoraj. Iz desne v levo dokazemo z indukcijo
na velikosti matrike. Matrika A’ € F(*=Dx(=1) "L jo dobimo z izbrisom n-te vrstice in
stoplca, je pozitivno definitna. Denimo, da A ni pozitivno definitna, ker je hermitska
ima samo realne lastne vrednosti, ker je det(A) > 0 obstajata vsaj dve negativni lastni
vrednosti, o in 5. Ker je A hermitska jo lahko diagonaliziramo v ortonormirani bazi,
med baznimi vektorji sta lahko normirana ter pravokotna lastna vektorja w in v za « in
B. Potem obstaja izbira skalarjev A, 1, da je zadnja komponenta nenicelnega vektorja
r = \u + v ni¢elna. Potem lahko vlozimo x € F" v 2/ € F*~ 1. Sledi:

(A2 2y = (Ax, ) = (A(Du + ), M+ o) = Na + B < 0,

kar je v protislovju z pozitivno definitnostjo. O

Ce v izreku zgoraj zamenjamo pozitivno definitnost s pozitivno semidefinitnostjo ter po-
zitivnost vodilnih minorjev z nenegativnostjo le-teh, trditev postane napacna.

Brez dokazov navedemo naslednja izreka.

Matrika je pozitivho semidefinitna <= je hermitska in ima vse glavne minorje
nenegativne

Opomnik: glavni minorji so determinante tistih matrik, ki jih dobimo z izbrisom istoleznih
vrstic in stolpcev.

Matrika je negativno definitna <= je hermitska in ima vse vodilne minorje lihega
reda negativne, vse vodilne minorje sodega reda pa pozitivne.
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6.4 Unitarni endomorfizmi

o A€ L(V) je unitaren, e velja AA* = A* A = idy.
o A€ C™™ je unitarna, ¢e velja AAH = AHA =1,
o A€ R™" je ortogonalna, ¢e velja AAT = ATA =1,

Ocitno sledi, da unitarnim endomorfizomom glede na ortonormirano bazo pripadajo uni-
tarne matrike.

A € L(V) je unitaren, natanko tedaj ko velja ena izmed naslednjih lastnosti:

o Za vse x,y € V velja (Az, Ay) = (x,y). Intuitivno to pomeni, da A ohranja
dolzine in kote; je avtomorfizem V kot vektorskega prostora s skalarnim produk-
tom.

o Zavse x €V je ||Az|| = ||z|].

Endomorfizem A je unitaren natanko tedaj, ko velja ena izmed naslednjih trditev.

e A vsako ortonormirano mnozico preslika v ortonormirano mnozico
o A vsako ortonormirano bazo preslika v ortonormirano bazo.

o A vsaj eno ortonormirano bazo preslika v ortonormirano bazo.

Sledi, da je matrika unitarna oz. ortogonalna natanko tedaj, ko njeni stolpci/vrstice
tvorijo ortonormirano bazo.

Hitro preverimo tudi naslednje dejstvo:

Mnozica unitarnih endomorfizmov prostora V' je grupa za komponiranje

Spekter unitarnega endomorfizma je vsebovan v enotski kroznici.

Oris dokaza. Naj bo A lastna vrednost za lastni vektor v. Velja:

2
[l = [|Av[[* = [IMl* = [A]” [[o]]*
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Naj bo V unitaren prostor in A4 € L£(V). Potem je A unitaren natanko tedaj, ko se ga
da diagonalizirati v ortonormirani bazi in so na diagonali Stevila iz enotske kroznice.

Oris dokaza. 1z leve proti desni sledi, ker so vsi unitarni endomorfizmi normalni in iz
prejsnje trditve. Iz desne proti levi pa, ker glede na ortonormirano bazo matriki A kot
pripada A¥, o¢itno pa je AAT =1, O

Naj sta A, B € F™*" matriki.
e B je unitarno podobna A, Ce obstaja unitarna matrika U € C"*", da je B =
UHAU =UAU.
o Realna matrika B € R™*" je ortogonalno podobna realni matriki A, ko obstaja
ortogonalna matrika @, da je B = QTAQ = Q7 1AQ

Ocitno sta ortogonalna ter unitarna podobnost ekvivalenc¢ni relaciji. Dokazemo tudi, da
sta matriki unitarno/ortogonalno podobni natanko tedaj, ko pripadata istemu endomor-
fizmu.

Ce zdruzimo ze dokazane izreke dobimo:

o Vsaka matrika A € F"*" je unitarno podobna zgornjetrikotniki matriki.

A € C™" je normalna natanko tedaj, ko je unitarno podobna diagonalni.

A € C™ je hermitska natanko tedaj, ko je unitarno podobna realni diagonalni.

o A € R™™ je simetri¢na natanko tedaj, ko je ortogonalno podobna realni diago-
nalni matriki.

o A € C™" je unitarna natanko tedaj, ko je unitarno podobna diagonalni matriki
z lastnimi vrednosti iz enotske kroznice.
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