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1 Analiza

Naloga 1.1

Naj bo A > 1. Dolo¢i vse pare pozitivnih celih $tevil (m, n), za katere obstaja z € R,

da velja
(1+2)™=(1+ Ax)".

Oris dokaza. 7 logaritmiranjem pretvorimo enacho v

m  log(1+ Ax)

n  log(l+x)

Funkcija f(z) = % je zvezna na RT, radi pa bi analizirali njeno zalogo vrednosti.

7 dvema hitrima uporabama L’Hospitalovega izreka dobimo

lim f(x) = A ter lim f(z)=1.

r—0 T—00

Izracunamo tudi, da je

df _ 1+AA:c log(1+ ) — 1%@ log(1 4 Ax)

dx log(1 + x)?

Zaloga vrednosti funkcije f je tako interval (1, A), kar pomeni, da vsak par pozitivnih
celih stevil (m,n), za katerega velja n < m < An resi enacbo. O

Celotna poanta naloge je to, da pretvorimo vprasanje v iskanje zaloge vrednosti dolocene
funkcije, kar je dosegljivo s standardnimi analiticnimi metodami.

Nauk: Analiza si in v analizo se povrnes.



Naloga 1.2

Pokazi, da je
104792 pr* 1
lim —_— = e (+1)?

n—00 nti

Oris dokaza. Logaritmiramo ter uporabimo znane lastnosti Riemmanovih integralov:

= lim <711 iz:;ln(i) <i>p — ;n—({_ni> :

L. p 1 11 » -1
T :E:iter/n$x:7.
/o p+1 0 (@) (p+12)
Treba je pokazati, le Se, da Riemmanov integral naslednje funkcije uposteva naslednji
decay condition:

0 = lim In(n) (1 Zn: (i>p — 1) = lim In(n) (1 zn: (i)p - /1 P d:c)
n—00 ni\n P+ 1 n—00 ni\n 0
Opazujmo graf funkcije 2P na [0,1]. Vsota znotraj limite »overapproximira« integral.
Vsota precenitev, ki jih povecamo v pravokotnike s Sirino % ter visino enako viSini »tri-
kotnika«, ki precenuje ploscino, pa je enaka %, kar vidimo s projekcijo pravokotnikov na
y-os. Sledi, da je izraz znotraj oklepajev v zgornji limiti manjsi od %, kar seveda implicira
zeleno. O

Nauk: Analiza = geometrija.



Naloga 1.3: Resitev spisal Luka Urbanc

Naj bo p € CJ[z] polinom n-te stopnje, katerega nicle imajo vse absolutno vrednost 1.

Naj bo ¢(z) = & ,5“2 Dokazi, da imajo nicle ¢’(z) tudi absolutno vrednost 1.

Oris dokaza. Naj bodo nicle p(z) a; za 1 < i < n. Ker ¢(z) ni definiran za z = 0, so

nicle ¢'(z) ravno nicle 2"/%¢'(z) = p/(z) — 2£p(z), torej zanje velja % = 5. Leva stran
je odvod logaritma p, zato dobimo
n 1 n n 1 1 " z+ o " 4oy
= — 0= ( —)— — = =0.
;z—ai 2z ; z—q; 2z ;22(2—04,-) ;Z—ai
Opazimo, da je Z£2 za |z| = |a| = 1 imaginaren (to sledi iz npr. Talesovega izreka), kar
nam da idejo, da lo¢imo njegov realen in imaginaren del za splosne z. Dobimo:
z+a  (z4+a)(Z—a) [zP-1+az—az
z—a  |z—al2 |z — af? ’
Ker mora biti §R( " %) =0, sledi |z| = 1. O

Nauk: Kompleksna stevila = geometrija.

Nauk: Mobiusove transformacije so vedno lepe.



Naloga 1.4

Naj bo f : [0,1] — R odvedljiva funkcija z integrabilnim odvodom, za katero velja
f(1) = 0. Pokazi, da je

/Ol(acf'(av))2 dr > 12- (/01 xf(x) dx)2.

Oris dokaza. Integracija po delih poda:

.CEQ

[ ar@y =" f0)

=1 1 42 -1 1
5 —/ aj—f’(m) dr = 22 f'(z) d.
0

=0 2 2 Jo

Cauchy-Schwarz poda:

(/01 (zf'(z))? da:) : (/01:62 dx) > (/01$2f/<1’) dx)

— /Ol(wf/(g;))Z de>3.4. (/lef(x) dx)é

2

Nauk: Integralska neenakost = Cauchy-Schwarz.



Naloga 1.5

Naj bo f:[0,1] — R integrabilna funkcija, za katero velja

/Olf(x) da::/ole(x) dr =

/Olf(a:)2 dx > 4.

Pokazi, da velja

Oris dokaza. Neposredna uporaba Cauchy-Schwarzove neenakosti nam da

(/(>1f<x>2d”’)'</01x2>_(/ of (@ )d:v) :>/ 2 4y > 3,

kar zal ni dovolj.
Ker Se nismo uporabili pogoja glede integrala funkcije f, lahko poskusimo naslednje:

[ i@+ dr=1+y

Cauchy-Schwarzova neenakost nam nato da

(/Olf(:c)zdx>(/ (z+y)° ) (/f x+y)d>2
([ r@rae) (5+u+0") 2 (147
([ o) = 2o

za vse y € R, saj je izraz na desni vedno definiran. Za y = _71 dobimo konstanto

(3)

2 2
1 1 1
§—§+§ 3

7 odvajanjem lahko dejansko pokazemo, da je to najboljsa konstanta, ki jo dobimo s tem
pristopom (in tudi najboljsa mozna konstanta, saj funkcija « — 6z—2 doseze enakost). [

Definicija 1.6

Naj bo f integrabilna na D. Tedaj je

i1, = ([ P i)’



Izrek 1.7: Holder

Naj so p1,...,pm pozitivna realna sStevila, za katera velja
ULy |
>1-1
i=1 Pi

Ce je druzina funkcij {f;} taka, da je druzina funkcij {f”} integrabilna na D, potem
je funkcija

integrabilna na D ter velja

pi

1
pi) Pi

Oris dokaza. Izberimo p = g = r = 3, ocitno je vsota njihovih obratnih vrednosti enaka
1. Sledi, da je

([ (s’ da:); ([ (7w

oziroma ekvivalentno

(/Olf(a:)Q @) (/Olf(:c) @) </01:c3 i) 2 (/lef(x) daz)g

= /Olf(x)dezél.

J, @1 |fi(:v)|> dz < [jl T

oziroma

/, @ !fi(:)s)l> dz < fj1 ([ 1@

V' w)' ([wpan) = [ el e

Nauk: Integralska neenakost =—> Cauchy-Schwarz.

Nauk: FEquality case (ki je linearna funkcija) skupaj z pogojem za enakost pri Cauchy-
Schwarzu za nize poda ta pravi clen za integralskega Cauchy-Schwarza.



Naloga 1.8: Putnam 2000 B4

Naj bo f: R — R zvezna funkcija, za katero velja

f(20? — 1) = 22/ (x)

za vse x. Pokazi, da je f(z) =0 za vse x € [—1,1].

Regitev. Argument funkcije na levi strani enakosti spominja na adicijski izrek 2 cos(z)? —

1 = cos(2z). Skupaj z dejstvom, da nas zanimajo vrednosti f na sliki funkcije cos to
motivira substitucijo # = cos(t), kar dano enakost preobrazi v naslednjo

f(cos(2t)) = 2cos(t) - f(cos(t)).

Faktorja 2 cos(t) se lahko znebimo z uporabo formule za dvojni kot funkcije sinus, zato za
vsak x € R, ki ni celostevilski veckratnik 7, definiramo

_ [f(cos(t))
90 = "G
Tako sledi
o(2t) = f(cos(2t))  2cos(t)f(cos(t))  2cos(t)f(cos(t))  f(cos(t)) -

sin(2t) sin(2t) ~ 2sin(t)cos(t)  sin(t)

Ce bi bila g zvezna funkcija na intervalu bi lahko s klasi¢nimi argumenti iz Analize 1
zakljucili, da je konstantna. Ker pa je njeno definicijsko obmocje bolj zapletena mnozica
moramo postopati previdneje. Funkcija g je definirana na mnozici D = R\ {r-k | k € Z},
na kateri je tudi zvezna, ter je periodi¢na s periodo 7, obenem pa za vsaka t,2t € D velja
g(t) = g(2t). Te tri dejstva uporabimo ter ugotovimo, da za vsaki celi stevili k, m velja

m™m

g(L+ ) = (28 +7m) = g(2%) = g(1).

Zakljucili smo, da je g konstantna na mnozici
Ta
G = {1+§|a,b€Z}

Ta mnozica je gosta v R, kar lahko utemeljimo s preprostim topoloskim argumentom.

Preslikava 1
L:z——(z—1)

T
preslika mnozico G v mnozico {5|a, b € Z}, ki je znano gosta v R. Preslikava £ je linearna,
v posebnem primeru je homeomorfizem. Ker homeomorfizmi slikajo goste mnozice v goste
mnozice sledi da £7! slika mnoZico, ki je gosta v R, v mnozico G, ki je posledi¢no tudi
gosta v R. Ker je G gosta v R je gotovo gosta tudi v D. Sklepanje nas je vodilo do
zakljucka, da je zvezna funkcija g konstantna na gosti podmnozici svojega definicijskega

obmocja, kar pomeni, da je konstantna na celotnem definicijskem obmocju.

Zaradi lihosti funkcije sin ter sodosti funkcije cos za vse t € D velja



Ker je g konstantna na D je g(t) = g(—t) = —g(t), iz Cesar sledi
g(t) =0 zavse t € D.
Sledi, da je f(cos(z)) =0 za vse x € D. Tako sledi, da je

f(z) =0 zavse z € (—1,1)\ {0}.

.....

enakosti, namrec

207 1) = f(- > 0-£(0) = f(=1)=0
f2-17—1) = f(1) =2

[]

Nauk: Substitucije ter izpeljane funkcije pretvorijo cudne pogoje v manj cudne pogoje.

10



Naloga 1.9

Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija in odvedljiva na (a,b). Naj ima f neskoncéno
mnogo nicel, obenem pa naj ne obstaja tocka = € (a,b), za katero velja

f(x) = f'(x) = 0.
» Pokazi, da je f(a)f(b) = 0.

» Podaj primer funkcije f na intervalu [0, 1].

Resitev. Naj bo ¢ eno izmed stekalis¢ mnozice nicel f in naj zaporedje nicel f {n;} kon-
vergira proti ¢. Denimo, da je ¢ € {a, b}. 1z zveznosti f sledi f(c) = 0. Sedaj izracunajmo
odvod f v ¢ z uporabo definicije limite z zaporedji. Za vsako zaporedje nenicelnih tock
t;, ki konvergirajo proti 0, mora biti limita zaporedja

{f(c+ti)—f(c)}

L;

enaka f’(c). Izberimo zaporedje {t;} = {n; — c¢}. Tako velja
fli) = fle) _ .~ 0=0

i—»00 t; i—»00 n; —c i—»00 n; —c i—00 N; — G

=0.

To je seveda protislovje, zato sledi ¢ € {a, b}.

1
T

Primer funkcije z Zeleno lastnostjo je g(z) = xsin( ) z zvezno dopolnitvijo ¢g(0) = 0.

Nicle g na (0,1) so {;=|k € N}. Odvod g je enak

= rem (2) () o5 () sy L (2),

ki oc¢itno nima nicle na omenjeni mnozici. [

11



Naloga 1.10
Zvezna funkcija f : [0,1] — R je lepa, Ce je

f@)+ fly) = o -yl

za vse x,y € [0,1]. Dolo¢i minimum f; f med vsemi lepimi funkcijami.

Resitev. Substituiramo y = = + a za nek a € [0,1 — z]. Sledi, da je

f(@)+ flx+a) = a,
kar je bolj obvladljivo.

Kako bi sedaj ¢lovek integriral f po [0,1]? Ce integriramo levo stran od 0 do a dobimo

2a
/ dx+/ dx>a

Sedaj je najpreprostejSe nastaviti a = % in dobiti i kot kandidata za minimum.

Splosnejsi pristop integriranja relacije z a po intervalu [b, ¢] vodi do

/f ) dx + f()de(c—b)a.
Nastaviti a = 27% in seStevati integrale se zdi zvito, a vodi do Ze dokazane spodnje meje

i, kar da sum, da je slednja morda celo optimalna.

Najti je treba se funkcijo, ki doseze enakost. Glede na prisotnost absolutnih vrednosti
v pogoju naloge se prej ali slej porodi ideja funkcije x ‘3: — ﬂ, ki izpolnjuje pogoj in
doseze zelen minimum. O]

Nauk: Najprej je smiselno poiskusiti najpreprostejse ideje.

Nauk: Morebitni linearne meje, ki jih dobimo s substitucijami y € {0,1,xp, xm} (f
V Ty 0y zaporedoma doseZe minimum in maksimum m in M) so relativno neuporabne
dokler ne iscemo funkcije, ki doseze minimum. Tedaj je iz grafa relativno ocitno, da bo

smiselen kandidat zamaknjena absolutna vrednost.

Nauk: IMC PSC ne ve vedno kaj pomeni teZavnost naloge.

12



Naloga 1.11

n €N, {ay,...,a,} in {by,...,b,} sta niza realnih stevil, za katera velja a; + b; > 0.
Pokazi, da je

Zn: a;b; — b? < 1 @i Dy by — ( -1 bi>2
= ai+tb T ie1 a; + b '

Resitev. Ocitno je to Cauchy-Schwarz nekega okusa. Malo kompaktnejse clovek zZeleno
neenakost napise kot:

(Zbi)'(zai—bi) Zzbi'(ai_bi)‘
Zamtbl CLl—Fbl

Zelo sumljivo imamo dva izraza tipa

z(z — y)
r+y
kar se da poenostaviti v
ely—x) wxy—a*  ay+a?—22 222
y+r  yt+ax y+x N y+x

Upostevajo¢ to enakost se zelena neenakost pretvori v

b2

[

(Xb
(Zb>_2zaz+b >3 b -2 z+b Y2y =

b; (X b:)*

kar je seveda Cauchy-Schwarz, oziroma Titujeva lema. O

Nauk: IMC PSC ne ve kako tezka je naloga. (Kako je to P3?)

Nauk: Pretvorba neenakosti upostevajoc zgornjo identiteto je relativno naravna, ko struk-
turo neenakosti opazujemo malo bolj globalno.

13



Naloga 1.12

Naj bo f : R — R dvakrat odvedljiva ter naj bo f(0) = 0. Pokazi, da obstaja
¢ e (5, 75), da velja
£7(¢) = £(¢) (1 +2tan(¢)?) .

..... —7T T

Resitev. Definirajmo g(z) = f(z)cos(x). Na krajiscih intervala (5%, ) ima g nicli, prav
tako v o = 0, zato po Rollejevem izreku (oz. Lagrangeevem izreku) obstajata (1 € (5, 0)
in (3 € (0, %), ki sta nicli odvoda g.

Definirajmo funkcijo

o) — q'(x) _ f'(z) cos(x) — f(x)sin(x)
W) cos(x)? cos?(x) '

Z nekaj racunanja dobimo Zelen pogoj po uporabi Rollejvega izreka na intervalu ((i, (o).

[]

Nauk: Izpeljane funkcije :). Uporaba neke vrste izpeljane funkcije je relativno naravna,
saj je drugace pogoj cisto neumesten.

Nauk: Prakticno enaka naloga kot Putnam 2000 Bj.

14



Naloga 1.13

Doloci vse zvezne funkcije f : R — R, za katere velja
t—yeQ = flz) - fly) €Q
Resitev. Ocitno delujejo vse funkcije oblike

fx)=q-z+c

kjer je ¢ € Q in ¢ € R. Zelimo dolo¢iti vse zvezne funkcije, ki zado$¢ajo dolocenemu po-
goju, obenem pa imamo mocen sum, da so take funkcije linearne. Prva ideja je Cauchyjeva
funkcijska enacba. Za fiksen r € Q je

gr(x) = flz + 1) = f(2)

zvezna funkcija, ki zavzame samo racionalne vrednosti. Iz povezanosti sledi, da je g,
konstantna. Ker je ¢,(0) = f(r) sledi, da je funkcija

h(z,y) = flz+y) — f(z) = f(y)
enaka 0 na mnozici R x Q. Ker je R x Q gosta v R? velja, da je
h(z,y) =0
za vse (x,y) € R?. Tako dobimo, da za vse (z,y) € R? velja

f@)+ fly) = flx+y).

To je Cauchyjeva funkcijska enacba, ki ima v mnozici zveznih funkcij le linearne resitve.
Izmed vseh linearnih funkcij seveda delujejo le opisane. O]

Nauk: Naloga je pravzaprav funkcijska enacba, obenem vemo, da so resitve le linearne.
Gotovo mora biti Cauchy.

Nauk: [z besedila je Ze ocitno, da je naloga topoloska in ne analiticna.

15



Naloga 1.14

f R — R je dvakrat odvedljiva funkcija, za katero velja f(0) =1, f’(0) = 0 in za vse
z € [0, 00) velja

f"(z) = 5f'(x) + 6f(x) = 0.

Pokazi, da je za vse z € [0, 00)
f(z) > 3e* — 2,
Resitev. Glede na zeleno mejo je najverjetnejsi pristop neke sorte faktorizacija, saj je
pogoj drugace pregrd, v kombinaciji z integriranjem, saj zelimo neko eksplicitno mejo.

Resni¢no je pogoj ekvivalenten

(f"(x) = 2f'(z)) = 3(f'(x) — 2f(x)) 2 0.

Definirajmo h(x) = f'(z) — 2f(x). Enakost se pretvori v

h'(x)

H(z) = 3h(z) 20 =

>3 = In(h(z)) >32+C = h(z) > Ce*.

(Ceprav je deljenje z h nedefinirano, saj ima h nicle, lahko to obidemo z opazko, da je
desna stran enaka (g(z)e™3%) - €37.)

Iz podanih pogojev o f dobimo, da je h(0) = —2, kar pomeni, da je C' < —2. Sledi
/
fl(@) = 2f(z) > Ce* <= f'(x)e " —2e > f(x) > Ce" = (f(x)e’%) > Ce”.
Sledi, da je
f(x)e™ > Ce" + D = f(x) > Ce* + De*.

Vemo, da je C' < —2, kar pomeni, da je f(x) > —2e3% 4+ De**. Ker je f(0) = 0 je gotovo
f(0) =1> =2+ D, kar pomeni, da je D < 3. Ugotovitve o C'in D zdruzimo ter dobimo
zeleno neenakost. O

Nauk: FEdina metoda s katero naloga sploh zgleda resljiva je tocno ta s faktorizacijo in

integriranjem.
Nauk: Pri integriranju neenakosti je potrebno nekaj previdnosti.
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Naloga 1.15

Naj bo f:[0,1) — (0,1) zvezna surjektivna funkcija.
o Pokazi, da je za vse a € (0,1) zoZitev f |(,1) surjektivna.

« Podaj primer funkcije f, za katero velja pogoj naloge.

Resitev. Naj bo A = (a,1). Ocitno je [0,1)\ A kompakt, kar pomeni, da na njem funkcija
doseze maksimum M < 1 in minimum m > 0. Funkcija f more zavzeti tudi vrednosti
iz intervalov (0,m) ter (M,1), ker jih ne doseze na [0,1) \ A jih doseZe na njegovem
komplementu A, kar pokaze zeleno po izreku o vmesni vrednosti.

Primer funkcije, ki ustreza pogoju je

14 xsin (1
flz) = 5 (%)
Z analiziranjem vrednosti f v tockah oblike
1 1 T 1 1 3T
=1- — —— =—+kn t =1- — =—+4k
‘ 5 +km 1—x 2+ o ‘%”—ka 1—=x 2+ d
za k € Z lahko surjektivnost pokazemo z lahkoto. O

A kako se lahko kdorkoli spomne take funkcije? Nastejmo nekaj lastnosti, ki bi jih zeleli
od kandidata za funkcijo f

e [ ne sme imeti zvezne razsiritve na [0, 1], saj bi razsiritev na kompaktu zavzela
minimum in maksimum, kvecjemu enega v x = 1. Zacetna funkcija f tako ne bi
zavzela vseh vrednosti v (0, 1).

+ Stocko z = 0 ne moremo storiti »ni¢ posebnega«. Ce bi bila 2 = 0 ekstremna tocka
f ponovno dobili protislovje, zato jo preprosto postavimo na %
Kanonic¢ni primer »najgrse mozne« zvezne funkcije iz Analize 1 je funkcija x +— = sin(%) zZ
zvezno dopolnitvijo v tocki 0. Ta primer priredimo nasim potrebam, izraz ﬁ pa poskrbi,
da se patologije omenjene funkcije pojavijo, ko gre = proti 1.

17



Naloga 1.16

Naj bo F mnozica zveznih funkcij f : R — R, za katere velja
@ 4 flx) >z + 1.

Za f € F definiramo

Doloci

Resitev. Definirajmo
g(z)=€"+x—1.

7 lahkoto preverimo, da je g bijektivna, saj ima pozitiven odvod, obenem pa limite v
+o0o pokazejo, da je g(R) = R. Sledi, da ima g inverz ¢!, ki je prav tako naras¢ajoca
bijekcija. Iz pogoja naloge je

9(f(2)) 22 = f(z) =g ().
Ali je g~ € F? Neenakost

e/ ) 1 g7 (g(2)) > g(x) + 1
je ekvivalentna trivialno izpolnjeni neenakosti

e"+r>glx)+l=e"+2x—-1+1.

7 uporabo tega razmisleka lahko dokaZemo, da je ¢~! € F, saj lahko v prvo neenakost

substituiramo z — ¢g~!(z) in dobimo neenakost, ki pokaze ¢! € F.

Naj povzamem: konstruirali smo funkcijo ¢!, ki je v F, obenem pa je v vsaki tocki
manjsa ali enaka poljubnemu elementu F. Tako je gotovo

min I(f) = I(g7).

I[zracunajmo Se I(g~'). Iz Analize 1 se spomnimo naslednje geometrijsko o¢itne enakosti
b o
[ sy det [ @) de= f0) b f(a) -

Ceprav se ne spomnim to¢nih pogojev enakost gotovo velja za zvezno odvedljive monotone
funkcije. Sledi
e 97" (e) . .
[ ot @de+ [ gl@)de=g7e)-e—g7(0) 0
0 97 1(0)

/Oeg_l(x) dx—l—/olg(x) dv =€

e 1 1 3
/g_l(:t)d:t:e—/e$+m—1dx:e—e+1—f—|—1:f
0 0 2 2

Nauk: Izpeljane funkcije :)
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2 Linearna algebra

Trditev 2.1: Matrike, ki komutirajo

o Inverzne matrike komutirajo.
» Diagonalne matrike komutirajo.

o Polinomi v isti matriki komutirajo.

Nasvet

Determinanto si lahko predstavljamo na par nacinov:

» kot vsoto produktov, ki vsebuje znak permutacije - tedaj je najuporabnejsi razpis
po vrstici/stolpcu

e kot koli¢ino ki »meri« obrnljivost matrike

o kot n-linearni antisimetri¢ni funkcional, ki trivialno poda trditve o menjavi vr-
stic, o pristevanju veckratnikov vrstic drugim vrsticam ter o mnozenju vrstice s
skalarjem

Naloga 2.2

Kvadratna matrika A je skoraj simetricna, ce je a;,; = —a;;. Naj bo A skoraj sime-
tricna matrika sode dimenzije. Pokazi, da je determinanta matrike, ki jo dobimo s
pristevanjem danega skalarja vsem vnosom A enaka determinanti A.

Oris dokaza.

Prva resitev: Zelo preprosto preverimo, da imajo vse skoraj-simetricne matrike lihega
reda nicelno determinanto (skoraj simetri¢nost je namreé ekvivalentna A+ A” = 0). Sledi,
da je determinanta matrike:

0 1 1 ... 1
—1 11 Q12 ... Qin
=1 an1 ana ... app

nicelna, zato je nicelna tudi determinanta matrike, ki jo dobimo z mnozenjem prvega
stolpca s sklarjem . Sledi, da je determinanta matrike:

1 1 ... 1
—xr Qi1 .. (075}
—T Gp1 ... GOpp

enaka det(A). MnoZenje prvega stolpca matrike nad zgornjo z —z ter pristevanje prvega
stolpca vsem ostalim poda Zeleno trditev.
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Druga resitev: Naj bo J = {1}, j<, matrika s samimi enicami. Zeleli bi pokazati, da je
det(A + tJ) konstantni polinom. Velja:

det(A+tJ) = > sgn(n) [[(aixe +1).
=1

TESH
V vsoti se pojavi sumand
k
Sgn(ﬂ) “ Qg (i) - g m(iy,) te,
prav tako pa se pojavi sumand
sgn(n!) - iy 1 (i) - - - Qi1 (i) tk.
Ker je
sgn(m) = sgn(r 1)
se ne razlikujeta v znaku permutacije. Velja pa, da je zadnji sumand pravzaprav oblike
SE(T 1) G(iy )iy - - - iy~ 1
Ker je matrika A skoraj simetri¢na pa je to enako
- k k
SgIl(?T 1) ) (_1) iy e(iy) - Qigr(iy)

posledicno je vsota sumandov 0. Sledi, da imajo lihe potence polinoma det(A+t.J) nic¢elni
koeficient.

Z elementarnimi operacijami na matriki (pristevanje veckratnikov stolpcev stolpcem)
lahko determinanto preoblikujemo v obliko, ko se edina spremenljivka ¢ nahaja v zgor-
njem levem kotu matrike A. Sledi, da je det(A + t.J) najvec¢ linearen, ker pa je koeficient
lihih potenc 0 pa je polinom det(A + tJ) konstanten, kar smo zeleli pokazati. O

Nauk: Obstajajo tri karakterizacije determinante, pogosto je vsota najgrsa.

Nauk: Ideja z inverzno permutacijo ni nova, uporabil jo je Ze Sivic v zapiskih...
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Izrek 2.3

Za kvadratni matriki istih dimenzij A in B velja:

spec(AB) = spec(BA)

Dokaz. 7 elementarnimi operacijami na matriki A pretvorimo A v sledeco obliko

Ir><r 0
A_P<0 O)Q,

kjer sta P in @ obrnljivi ter = rang(A). Naj bo

Sledi
- Iy O 1 (Bu B2\ o1 Bii B2\ 51
as=r(for e (r pey e —p (T )
ter
By B I 0 Bi; 0
A1 11 12 -1 X A1 11
Ker imata

By 0O ter By Bis
By 0 0 0

enak karakteristi¢ni polinom je trditev dokazana. Sledi celo, da imajo lastne vrednosti
AB ter lastne vrednosti BA enake algebrai¢ne veckratnosti. O
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Naloga 2.4: Putnam 2015 B3

Naj bo S mnozica vseh realnih 2 x 2 matrik

a b

c d)’
katerih elementi a,b,c,d v tem vrstnem redu tvorijo aritmeti¢no zaporedje. Doloci
vse matrike M v S, za katere obstaja neko naravno stevilo & > 1, da je M* prav tako

element S.

Resitev. Naj bosta a,d € R ter
a a+d
M= <a+2d a+3d> '

char(M)(t) = det(M — tI) = t* — (2a + 3d)t — 2d*

Sledi, da je

ter
det(M) = —2d>.

Diskriminanta karakteristicnega polinoma je (2a + 3d)? + 8d* > 0, kar pomeni, da ima,
karakteristicni polinom dve realni ni¢li. Primer d = 0 bomo obravnavali kasneje, zato
predpostavimo d # 0. Sledi, da je prosti ¢len karakteristicnega polinoma strogo negativen,
kar pomeni, da sta realni lastni vrednosti \; ter Ay nenicelni in razli¢no predznaceni. Ker
obstajata dve razli¢ni lastni vrednosti lahko M diagonaliziramo

Mo (s 4 M0 (P q) _ (pshi—aqris gs(A = Ag)
—r p 0 X/ \r s pr(de — A1) pshy — sqhi )’
kjer so konstante p, s, ¢, r realna Stevila, za katera velja

ps —qr = 1.

Ker je M € S sledi, da je vsota elementov na diagonali enaka vsoti elementov na anti-
diagonali, kar implicira

AL+ A
(ps —qr)(A+ X2) = (g5 —pr)(M — Ae) = gs —pr = Al ;-
1= A2
Ce je M* za neki k > 1 prav tako element S analogen izra¢un pokaze, da je
A+ N
s—pr= .

Ker sta obe lastni vrednosti nenicelni ter drugace predznaceni lahko definiramo x = i—; <
0. V tem primeru je x # 1, zato sledi

r+1 xk+1:>1+ 2 - 2

x—1 @ =p xk—1 r—1 xk—1
2 2

= = = r=2" = z¢€{-1,0}.

r—1 a2Fk—-1
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V primeru z = 0 je \y = 0, kar je v protislovju z ugotovitvijo o nenicelnosti lastnih
vrednosti. Tako je edina moznost * = —1 oziroma A\; = —X\;. Primerjanje lastnih
vrednosti z linearnim ¢lenom karakteristicnega polinoma poda 2a + 3d = 0. V tem

primeru je M oblike
—3t —t . —a _d
(t 3t>,kjerjet—3—2.

Matrike te oblike izpolnjujejo pogoj za k = 3, kar lahko preverimo rac¢unsko.

3t —t 3_t3 —3 -1 3_t3 8 0) (=3 1) _ g (3 1
t 3t) ~"\1 3) ""los)\1 3)7¥ 1 3)
Ce je d =0 je M oblike

t t )
<t t) za neki ¢t € R.

Ker so vsi elementi M enaki bo enako veljalo za vse potence M, kar pomeni, da ta druzina
matrik izpolnjuje pogoj za k = 2.

Druzini matrik nista tako sporadi¢ni kot se morda zdi na prvi pogled, prva je specifi¢ni pri-
mer konstantnega aritmeti¢nega zaporedja, med tem ko je druga oblika poljubne matrike
z zeleno lastnostjo ter nicelno sledjo. O]

Nauk: Pri 2 x 2 matrikah racunanje karakteristicnega polinoma ni teZavno.
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Naloga 2.5

Naj bo V' vektorski prostor polinomov z realnimi koeficienti v eni spremenljivki in
T :V — R linearna preslikava. Preslikava T' ima lastnost

T(fg) =0 = T(f)T(g) = 0.

Pokazi, da obstajata zg,c € R, da je T'(f) = ¢+ f(xo).

Dokaz. Naj bo T(1) = c ter T(x) = a. Denimo, da sta ¢ ter o nenicelna. Tedaj je
—T(x? —T(x?
5 1) )i —o
T(x) T(x)

Sledi, da je eden izmed T'(x) ter T'(x + () enak ni¢. Prvi ni enak ni¢ po predpostavki,
zato velja

= T(2* + Bz) = T(2*) +

—T(a?) T(x)?
0=T =T . T(z%) = )
(x+5) (x) + T(2) c = T(z%) .
Preprost induktiven argument z enakim postopkom pokaze, da je
wy _ T(x)"
T =2,

kar je ekvivalentno Zelenemu.

Cejec # 0,aT(x) = 0 postopamo sledece. Opazimo, da je edina evalvacija s to lastnostjo
natanko p + ¢ - p(0), zato bi Zeleli pokazati T'(2") = 0. Naj bo j € N najmanjse Stevilo,
za katero velja T'(z7) # 0. Naj bo a = %
T((z+1Y Y (z+a)=T@")+a-c=0.
Tako sledi, da je
0=T((x+ 1Y NT(x+a)=c-ac=—c-T(a?).

To je seveda protislovje, saj so po predpostavki vsi faktorji na desni nenicelni. Sledi, da
tak j ne obstaja.

Denimo, da je ¢ = 0. Ce je T(f) = 0 za vse f € V smo koncali. Denimo, da obstaja
feV,dajeT(f)#0. Tedaj je tudi T'(f?) # 0. Sledi

_ T T(f?)
T(f) T(f)

T(f* =T - T(f) =0,

kar pomeni, da je
T(f%)
T(f)

T(HTif -
Ker je T(f) # 0 po predpostavki je

) = 0.

(), _ T

To je protislovno, saj T'(1) = 0 implicira T'(f) = 0. O

0="T(f -
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3 Algebra

Naloga 3.1

Kolobar A ima lastnost %, ¢e velja
o A ima vsaj 4 elemente
e 2=1+1 je obrnljiv element A
o zavse x € A velja x + 2* = 23 + 22

Podaj primer kolobarja z lastnostjo x ter dokazi, da ce sta a,b € A razlicna elementa,
da sta a in a 4 b enoti, potem je 1 + ab enota, b pa ni enota.

Oris dokaza. Primer takega kolobarja je F3 x F3. Prvi dve tocki lastnosti x sta ocitni,
tretja sledi iz tega, da je vsak obrnljiv element idempotent (Idejo za ustrezen kolobar
morda dobimo z opazko o karakteristiki 3).

Identiteto pretvorimo v naslednjo obliko

P = Plr-1)=2@r-1) = z@z-1*@xz+1)=0.

st rr=2+2
(vrstni red ni pomemben, saj polinomi v nekomutativnih spremenljivkah komutirajo).
Ce vstavimo x = 2 dobimo, da je char(A) = 3.
Substitucija x — x + 1 poda identiteto

x4+ 1)(z+2)=0 Vre A

Ce je a € A enota je tako
(a+1)(a+2)=0 & a*+3a+2=0 < a*=1.

Produkt enot je gotovo enota, zato je
ala+b)=a’*+ab=1+ab
enota, prav tako 1 + ba.
Denimo, da je b enota. Sledi
1= (a+b?*=a*+ab+ba+b>=2+ab+ba

ter
(1+ab)(1+ba) =14 ab+ ba + abba = 2 + ab + ba

Tako je (1 +ab) = (1 +ab)™! = (1 + ba), zato a in b komutirata. Tako velja
2=2ab = 1= ab,

kar pomeni a = a~! = b, kar je v protisloviju s predpostavljeno razli¢nostjo a in b. Tako
b ni enota. O

Nauk: Cudne identitete se pogosto da pretvoriti na manj cudne identitete (morda z izgubo
splosnosti).
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Naloga 3.2

Naj bo A koncen kolobar ter x,y € A elementa, za katera velja
(ab—1)b = 0.

Pokazi, da je
b(ab—1) = 0.

Resitev. Koncen kolobar ima konc¢no karakteristiko. Prav tako ima vsak obrnljiv element
koncen multiplikativni red.

Pogoj je ab®> = b. Zelimo pokazati, da je bab = b. Ce je b obrnljiv je b* = 1 za minimalen
k € N. Ce zacetno enakost pomnozimo z b*~2 z desne in z b iz leve dobimo Zeleno. Sedaj
predpostavimo, da b ni obrnljiv.

Ali je vsak neobrnljiv element koncénega kolobarja nenicelen nilpotent? Ne, saj obstaja
YALYA

Mnozica {b,b?,...,bl4} ima |A| elementov, obenem pa ne vsebuje 1, saj b ni obrnljiv.
Sledi, da se nek element ponovi vsaj dvakrat, oziroma obstajata 1 <i < j < |A|, za katera
je b = 1V. Izmed vseh takih parov (i,j) izberimo tistega, za katerega je i najmanjsi.

Naredimo naslednji izracun

V=002 = ab’t’ 2 = ab’ = ab®b"* = b,

To je seveda protislovno po minimalnosti Stevila 4, razen ¢e je v enem izmed korakov
racuna katera izmed vrednosti nedefinirana. To se zgodi le v primeru ko je

min({j —1,j—-2,i—2,i—1}) =i—-2<0.

Ker b ni obrnljiv je i # 0, zato je i = 1. Tako velja b = b’ za nek j > 2. Izra¢unamo
bab = bab) = bab’VV 2 =b-b- V2=V =1,

kar smo zeleli pokazati. O

Nauk: Koncna mnozZica =—> kombinatorika. Minimalnost je kralj kombinatorike.
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3.1 Polinomi
Definicija 3.3

Naj bo A domena enoli¢ne faktorizacije. Tedaj definiramo rezultanto polinomov
f@) =Y a; X' € A[X] ter g(z)=> bX" € A[X]
=0 i=0

kot determinantno matrike dimenzije (m +n) x (m +n).

am am—l e a/O 0 .. O
0 Ay Q1 - ag 0
. 0 0 Ap Ap—1 )
Res(f,g) = det by by o by 0 0
0 b, by -+ b 0
0 0 b, bn_1 bo i

Izrek 3.4

Polinoma f, g € A[X] imata skupni faktor natanko tedaj, ko je Res(f,g) = 0.

Dokaz. Linearna odvisnost vrstic je ekvivalentna nic¢elnosti determinante. Vemo, da to
velja nad polji, a ¢e kolobar A vlozimo v svoje polje ulomkov nato pa pomnozimo z
najmanjsim skupnim veckratnikov imenovalcev dobimo linearno odvisnost vrstic nad A
(linearna odvisnost nad A pa trivialno implicira linearno odvisnost nad poljem ulomkov).
Zato je nicelnost determinante ekvivalentna linearni odvisnosti vrstic nad A.

Linearna odvisnost vrstic je ekvivalentna linearni odvisnosti mnozice

{f?Xf7X2f7'"7Xn_1f7g7Xg7""Xn_1g}

nad A. Slednje je ekvivalentno obsoju nenicelnih polinomov ¢, 1) € A[X], kjer je deg ¢ <
deg g ter degvy < deg f, da velja

pf +1g=0.
Slednje je gotovo ekvivalentno obstoju skupnega faktorja f in g, saj bi v primeru tujosti
fin g g delil ¢, ki je manjse stopnje od g. O]

3.1.1 Celostevilski polinomi

Trditev 3.5
P € Z[X]. Tedaj a — b | P(a) — P(b).
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Lema 3.6: Izrek o racionalni niéli

Naj bo
P(X)=> a; X' € Z[X]
=0
ter ¢ racionalna nicla P. Naj bo q = ¥, kjer sta a in b tuji si naravni stevili. Tedaj

a| ag ter b | a,.

Naloga 3.7

Polinom P € Z[X]| zavzame vrednosti £+1 v treh razlicnih celostevilskih tockah. Po-
kazi, da P nima celostevilskih nicel.

Resitev. Denimo, da ima P celostevilsko niclo z, ter naj zavzame vrednost +1 v tockah
a,b,c € Z. Tedaj velja z — x| £1 za = € {a,b,c}. Sledi, da je |z — x| = 1 za tri razli¢ne
vrednosti . To ne gre, samo poglej realno premico. O]

Izrek 3.8
Naj bo P € Z[X]. Pokazi, da ¢e je P(P(... P(X))) = x za nek = € Z, kjer je iteracija

k-kratna, potem je P(P(z)) = x.

Resitev. Ponovno uporabimo osnovno dejstvo o deljivosti celostevilskih polinomov. Vemo,
da je P®)(z) = 2. Definiramo zaporedje ., = P(xy) ter 2o = x. Vemo, da ;41 — x; |
Tiro — x;r1. Dodatno definirajmo d; = d; 1 — d;, kar implicira d; | d;;1, skupaj z dejstvom
dk = do sledi |d0| = |d1| =...= |dk|

Ce bi dokazali, da je dy = 0 ali pa dy = —d; smo pokazali Zeleno, zato predpostavimo, da
je dy = dy # 0. Sledi, da je

Denimo dy = —d;, kar pomeni
PO (z) — PP(z) = P(x) - P® = PY(2) = P().

¢e sta oba izmed P(z) in P®(x) razliéna od z se tako element x ne pojavi v zaporedju
{z;}, kar je v nasprotju s pogojem. Tako je vsaj eden izmed nju enak z, in Zeleno je
pokazano.

Tako je do = di = dy = d. Podobno protislovje se pojavi v primeru d3 = —d, in dobimo
d3 = ... = dy. Induktivno dobimo, da so {d;} v artimeti¢nem zaporedju, kar je seveda
protislovje po absolutnih vrednostih. O

Nauk: Ocitno clovek hoce zaporedna elementa {d;}, ki sta nasprotno predznacena, po
moznosti z minimalnim indeksom.

28



Polinomi s celostevilskimi koeficienti zavzamejo celostevilske vrednosti v celih Stevilih.

Obratna trditev ne velja, primer je na primer (g) Velja pa naslednje:

Izrek 3.9

Denimo, da polinom P € C[X] stopnje n zavzame celoStevilske vrednosti v celih
stevilih. Potem obstajajo co,...,c,, da je

P =en( ) e, T )+

Obrat trditve trivialno velja.

Dokaz. Izvajamo indukcijo na stopnji P. Baza indukcije je oc¢itna. Denimo, da trditev
velja za vse polinome stopnje manj od n. Tvorimo polinom

Q(z) = Plx+1) = P(x),

ki je seveda stopnje manj kot n, in seveda zavzame celostevilske vrednosti v vseh celih

stevilih. Sledi, da je
x x
Qzr) = an_1<n_ 1) +...+a0<0>.

Zvita uporaba teleskopske vsote poda, da za vsak naravni x velja

Ker to velja za vsak naraven z je enakost tudi identicna. Preko uporabe identitete

5500

iz reprezentacije () kot linearne kombinacije binomskih simbolov dobimo zZeleno reprezen-
tacijo P z binomskimi simboli

P(z) = iai_l (f) + P(0).
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4 Teorija stevil

Naloga 4.1: Putnam 1996 A5

Dokazi, da za vsa prastevila p > 3 stevilo p? deli

i(i’) Kjer je k = ﬁ)ﬂ

=il

Resitev. Opazimo, da je

1(p\ p—1 p—-2 p—i+l 1 _ (-1)"!
p\i) 1 2 i—1 i

ter prevedemo pogoj na

(=1’

?

=0 (mod p).

i=1

Loc¢imo sumande vsote na sledec¢i nacin

— 9. ~ i —
; i ;i o2 ;i+i:1p_z
k p—k—1 p—1
1 1 1
d -+ => - (mod p)
P -1 P—t ;51

Prva enakost sledi po lo¢evanju sumandov glede na predznak (oziroma na sode ter lihe
imenovalce), druga sledi po krajsanju faktorjev 2 ter % (kar lahko storimo za p # 2) ter
upostevajoc

—i=p—i (modp),

tretja enakost pa sledi po enakosti naslednjih mnozic

pose-e [} (3] 3 r

Dobljeno vsoto moramo Se evalvirati. V ta namen definiramo primitivni koren multipli-
kativne grupe ostankov Z/nZ kot Stevilo katerega potence generirajo celotno grupo.

Lema 4.2

Multiplikativna grupa ostankov Z/pZ ima primitivni koren.
Dokaz. Najprej navedemo dve pomozni trditvi.
Trditev 4.3

Ce obstaja element reda A po modulu p, potem je elementov reda A natanko ().
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Dokaz. Ce je x element reda ), potem je ni¢la polinoma
f(T)=T*—-1€TF,[T].

Sledi, da so ostale nic¢le polinoma ravno

Da so to resni¢no nicle f je ocitno, da ve¢ nicel ne obstaja pa je posledica znanega
dejstva, da ima polinom stopnje k& nad poljem F kvec¢jemu k nicel. Obenem vemo, da je
red elementa z* natanko

A
ged(A, k)
Elementov reda A je tako natanko (), saj ima vsaka potenca x, ki ima eksponent tuj A
red natanko A\, obenem pa so vsi elementi reda A med nastetimi nic¢lami f. O

Brez dokaza navedemo Se naslednjo kombinatoricno lemo, ki jo poznamo iz Diskretne
matematike 1.

Trditev 4.4

Velja enakost

> p(d) =
din

Kot posledica zgornjih trditev sledi, da je stevilo elementov reda A bodisi 0, bodisi ¢(\).
Sledi:
p—1= ) stevilo elementov redad = Y (0ali ¢(d)).

dlp—1 dlp—1

Ce bi bil katerikoli izmed sumandov enak ni¢ bi dobili protislovie z zgornjo trditvijo,
zato so vsi sumandi nenic¢elni. V posebnem primeru je Stevilo elementov reda p — 1
nenicelno. O

Tako vemo, da po modulu p obstaja tako stevilo g # 0 (mod p), ki generira celotno grupo
ostankov. Velja

11 - 1—gPt
=Tl
=1 i =0 1 - g
kjer zadnja enakost sledi po malem Fermatovem izreku. O]

Nauk: Cudne pogoje se da pretvoriti v manj cudne pogoje.
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Naloga 4.5: Putnam 2015 A2
Definiramo ag = 1,a; = 2 ter
ap = 4ap_1 — Ap_s.

Najdi liho prastevilo, ki deli asgs.

Resitev. Izracunajmo nekaj ¢lenov zaporedja

nl an  [n] an |
2] 7=1.7 |6] 1351-7-19
3] 26=2.13 | 7| 5042=2.2521
1] 97=1-97 | 8| 18817 =31-007
5 362 = 2-181 | 9 | 70226 = 2- 1337 - 73

Tabela 1: Nekaj ¢lenov zaporedja {a,}.

Opazimo, da za izracunane elemente velja as | ag ter as | ag, ne velja pa as | a4 ali as | ag.
To motivira domnevo, da za vsako liho stevilo ¢ velja

Qe | gl .

Kot smo vajeni iz Diskretne matematike 1 s pomocjo karakteristicnega polinoma rekur-
zivne enacbe ter zacetnih vrednosti zaporedja izracunamo eksplicitno formulo

an =5 ((2— VB + 2+ V).

Domneva o deljivosti motivira naslednji izracun

Qg — k ok 0-1 A ‘ L
" (fz _@)k ; 8 ; ﬁik = X VI VI

Vemo, da algebrai¢na cela Stevila Z (nicle moni¢nih celostevilskih polinomov) tvorijo
kolobar. Ker sta 2 — v/3 ter 2 + /3 nicli polinoma X2 — 4X + 1 sledi

a _
LA
ay

Iz rekurzivne zveze je ocitno, da so elementi zaporedja cela stevila. Tako velja

[0
“*cQ.

Qg
Znana lema (izrek o racionalnih ni¢lah) pa nam pove, da je
7ZNQ =7

Tako sledi, da je za vsako liho naravno stevilo ¢



Ker je 2015 =513 - 31 sledi
2015 A

as

oziroma ekvivalentno as | aggs. Izracunali smo as = 2 - 181, zato sledi, da 181 deli
a2015- ]

4.1 Posplositev

Koeficienti v rekurzivni zvezi v nasem dokazu niso igrali pomembne vloge. Kljucno je
bilo, da so koeficienti celi, kar zagotavlja racionalnost obravnavanega ulomka ter celost
koeficientov karakteristicnega polinoma, ter da je koeficient a,, enak 1, kar je zagotovilo,
da sta nic¢li karakteristicnega polinoma algebraic¢ni celi Stevili. Prav tako je bilo klju¢nega
pomena, da je rekurzivna zveza stopnje 2, saj lahko le v tem primeru zagotovimo, da je
eksplicitna resitev vsota veckratnikov dveh eksponentnih funkcij. To je omogocalo deljenje
izrazov za age ter ap preko znane formule o vsoti enakih potenc.

Kar pa je bilo pomembno glede specificnih vrednosti zac¢etnih ¢lenov zaporedja ter koe-
ficientov v rekurzivni zvezi je to, da so zagotavljali obstoj dveh razlicnih nicel karakte-
risticnega polinoma ter enakost koeficientov, ko izrazimo resitev rekurzivne enacbe kot
vsoto eksponentnih resitev. Prvo je klju¢no, saj bi v nasprotnem primeru dobili reSitev
rekurzivne enacbe kot linearno kombinacijo eksponentne reSitve ter resitve, ki je pro-
dukt linearne funkcije z eksponentno, kar bi onemogocalo deljenje izrazov za ag, ter ag.
Do podobne prepreke bi prisli, ¢e absolutni vrednosti koeficientov v linearni kombinaciji
eksponentnih resitev ne bi bili enaki.

Trditev 4.6
Naj bosta ag ter a; celi Stevili ter naj bo zaporedje {a, }neny podano z rekurzivno zvezo
Gp =0 Qp_1+b-a, o, za a,be 7.

Naj bo a? # —4b ter naj bo izpolnjen eden izmed naslednjih pogojev:
* dg = 0.
» ap € Zter ay =35 -ay € 2.

Ce je ax # 0, potem za vse lihe £ velja ay, | age.

Dokaz. Naj bosta \; ter Ay razliéni nicéli X2 —aX —b, ki obstajata, ker je a? # —4b. Tedaj
je
a, = CA\] + DAJ.

C ter D doloc¢imo iz zacetnih ¢lenov zaporedja ag = C' 4+ D ter a3 = CA\; + D)s.

Najprej pokazimo, da je |C| = | D|. Enacbo za prva dva ¢lena zaporedja {a,, }nen zapiSemo
v matri¢ni obliki.
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Determinanta 2 x 2 matrike na levi je nenicelna, saj sta nicli karakteristicnega polinoma
razlicni. Ce je izpolnjen prvi izmed pogojev v trditvi gotovo velja C' 4+ D = 0, kar pomeni,
da je |C| = |D|. Ce je izpolnjen drugi izmed pogojev v trditvi sledi

1 1\ (C) a0 (2
AL Ao D) 2 \a)’
Ker je —a linearni koeficient moni¢nega polinoma, katerega nicli sta A; ter Ao, velja

a = A + Ao Sledi, da vektor
C\ _ao (1
D) 2 \1

resi zgornjo enacbo. Resitev sistema je enoli¢na, saj je matrika obrnljiva, zato sledi ena-
kost C' ter D. Tudi v tem primeru imata konstanti C' ter D enako absolutno vrednost.

Tako je
an = |Cl (AT £ A7)

Za lihe /¢ velja

o1 ) &

Qe B B ! i k i k f—1—i —
o= () _g(ﬂ) (M) (A5) eZ.

Ker so elementi zaporedja cela stevila je

Sedaj lahko zakljuc¢imo kot v resitvi naloge. Vemo, da so edina racionalna algebrai¢na
cela stevila natanko obicajna cela Stevila, kar pomeni, da je

Qe
* ez,
Qg

kar smo zeleli pokazati. O

Nauk: Algebraicna Stevila so zelo kul.
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5 Kombinatorika

Naloga 5.1: Putnam 2004, A1l

Kosarkaska zvezda Duka Lon¢ié¢!'spremlja stevilo uspesnih prostih metov, ki jih je zadel
med prvimi n prostimi meti igre. V zacetku igre je Duka zadel manj kot 80% prostih
metov, proti koncu igre pa je kumulativno zadel ve¢ kot 80 % prostih metov, ki jih
je izvajal. Ali nujno obstaja trenutek v igri, v katerem je Duka zadel natanko 80 %
prostih metov?

Resitev. Morda rahlo nepricakovano je odgovor na vprasanje pritrdilen. Zelo naravna
tocka, na kateri bi Duka lahko dosegel natanénost 80%, je prva tocka na kateri Duka
preseze ali ima natancnost 80%. Ce bi namre¢ Duka po tem trenutku zadel vse proste
mete bi njegova natancénost ostala veéja od 80% tekom celotne igre, kar eliminira vse
ostale kandidate. Izziv je sedaj pokazati, da na omenjeni tocki Duka ne strogo presega
natancnosti 80%.

Definiramo S(k) kot stevilo prostih metov, ki jih je Duka zadel med prvimi & poizkusi.
Naj bo ¢ najmanjse tako naravno stevilo, vecje od 1, za katerega je @ > 80%. Iz
minimalnosti 7 sledi, da je S(i — 1) = S(z) — 1. Tedaj je

Sii—1) 4 . .
— < = . — 41 < 1.
| <5<:>5S(z) i<
Prav tako velja
S(i 4
@25@5-5(2‘)—&20,
1

iz Cesar sledi
0<5-5@)—4i<1.

Ker je izraz 5- S(i) — 4 - i celo stevilo je leva neenakost pravzaprav enakost, kar implicira
zeleni zakljucek. OJ

Komentar 5.2: Diskretni izrek o vmesni vrednosti

Definirali smo proces, v katerem dani ulomek (ki je manjsi od 1) slikamo v eno izmed
dveh razli¢nih vrednosti

k k+1

— n+1

n

_k_

n+1
Pokazali smo, da ¢e zaénemo z ulomkom, manjsim od % ter koncamo z ulomkom
vecjim od %, potem smo gotovo na neki tocki dosegli vrednost %. To spominja na izrek
o vmesni vrednosti: zvezna funkcija, definirana na intervalu, ki doseze negativno ter
pozitivno vrednost nujno doseze tudi nicelno vrednost.

1Originalna oblika naloge v angles¢ini na tem mestu uporabi ime Shanille O’Keal, ki je besedna igra
na ime kosarkasa Shaquille O’Neal. Uporaba fiktivnega imena Duka Lonc¢i¢ je tako na mestu.
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5.1 Posplositev

Trditev 5.3

Ce ulomek % v zgornji nalogi zamenjamo z poljubnim ulomkom oblike ”T_l, potem

nujno obstaja trenutek v igri, v katerem je Duka zadel ”T_l prostih metov.

Dokaz. Analogno definiramo S(k) in predpostavnno da je ¢ najmanjse naravno Stevilo,
n—1

vecje od 1, za katero velja () > 2=l Tedaj velja

Sgi__ll) = Sgi)__ll < ";1 — n-(SG)-1)<(n—1)-(i—1).

Velja tudi
S() _n—1
>
i n

<~ n-S@lE)>(n-1)-i
Enakosti preobrazimo
n-Sii)—n<(n—-1)-i—-n+1 < n-Sn)—(n—-1)-i<1
ter
n-SGE)—(m—1)-i>0.
Tako dobimo
0<n-S{E)—(n—-1)-i<1.
Ker je n- S(i) — (n — 1) - i celo stevilo sledi, da je
S(E) n-—1

n-SiE)—(n—1)-i=0 < =T

kar smo zeleli pokazati. O

Trditev 5.4

Analogna trditev ne velja za vse p € (0, 1), ki niso oblike 2%

Dokaz. Denimo, da Duka zgresi prvi met, nato pa zadane vse mete do n-tega, potem
pa zapusti igro (morda zaradi poskodbe gleznja). Naj bo n tako naravno sStevilo, da
je "T’l > p, kar zagotovi, da Duka preseze natancnost p. Po prvem metu ima Duka
natancnost 0, po vsakem naslednjem metu pa ima natanc¢nost k—;l, kjer je k stevilo metov,
ki jih je do tiste tocke izstrelil. Ker p ni Stevilo ni oblike ”T_l, Duka nikoli ne doseze

natancnosti p. |

Nauk: Minimalnost je kralj kombinatorike.

36



Naloga 5.5: Putnam 2012 B3

2n ekip je sodelovalo v turnirju, ki je trajal 2n — 1 dni. Vsak dan je potekalo n tekem,
tako da je vsaka ekipa igrala v natanko eni tekmi. Vsako tekmo ena izmed sodelujocih
ekip zmaga, druga ekipa pa jo izgubi. Tekom turnirja je vsaka ekipa igrala z vsako
drugo ekipo.

Vsak dan turnirja stavimo na neko ekipo, a na nobeno ekipo dvakrat. Stavo dobimo,
ce izbrana ekipa tisti dan zmaga svojo tekmo. Ali je ne glede na strukturo turnirja
(na kateri dan se pomerijo ekipe) ter izide tekem mogoce, da smo zmagali vse svoje
stave?

Resitev. Problem pretvorimo v jezik teorije grafov. Naj bo G = (E U D, E x D) graf, kjer
je |E| = 2n mnozica ekip ter |D| = 2n — 1 mnozica dni. Naj bo (e, d) povezava v grafu G
natanko tedaj, ko je ekipa e zmagala svojo tekmo na dan d. Problem se sedaj pretvori v
iskanje popolnega prirejanja mnozici D; za vsak dan d namrec¢ zZelimo najti ekipo e, ki je
zmagala na ta dan, hkrati pa nobene ekipe iz E nocemo izbrati dvakrat.

Definicija 5.6

Naj bo (X, Y, P) dvodelni graf z deloma X ter Y ter mnozico povezav P.
o Popolno prirejanje mnozici X je mnozica disjunktnih povezav, ki pokrijejo X.

e Za W C X definiramo okolico podmnozice W Ng(W) kot mnozico vseh vozlisé
v Y, ki so povezane z vsaj enim elementom W.

Izrek 5.7: Hallov poro¢ni izrek

Naj bo G = (X,Y, P) dvodelen graf. Potem v grafu G obstaja popolno prirejanje
mnozici X natanko tedaj, ko je

W] < [Ne(W)

za vse W C (.

Hallov poroc¢ni izrek nam pove, da ¢e za popolno prirejanje mnozici X ne obstaja nobena
lokalna obstrukcija, potem popolno prirejanje gotovo obstaja. Lokalna obstrukcija je v
tem primeru neenakost

(W[ > [Ne(W)],

veljavnost katere gotovo onemogoci obstoj popolnega prirejanja.

Denimo, da obstaja taka podmnozica S C D, za katero velja
S| > [Ne ()]

ter naj bot € E \ Ng(S) ekipa, ki ni zmagala nobene tekme na dan v S. Mnozica
E \ N¢(5) je o¢itno neprazna, saj je

[E\ Na(9)] = |E| = [Na(S)| > [E] = [S| = 2n = (2n— 1) = 1,
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zato taka ekipa t resni¢no obstaja. Ekipa t je na vsak dan iz S igrala z drugo ekipo,
obenem pa je ekipa s katero je igrala t vedno zmagala. Po definiciji mnozice Ng(S) je
tako ekipa ¢ vsak dan iz S igrala z neko ekipo iz Ng(S) ter bila porazena. Sledi, da je

[Na(5)] = |51,

kar je v protislovju z naso predpostavko. Sledi, da taka podmnozica S C D, za katero
velja
5] > [Na(9)]

ne obstaja, kar poda zZeleni zakljucek po Hallovem poroc¢nem izreku. O

Nauk: Turnirje se splaca reinterpretirati preko grafov ali pa preko incidencnih matrik.
Incidencne matrike so dobre pri Stetju dvojic, trojic in podobnega. Grafi so vedno dobri,
posebej ker imas vec izrekov (matrike tudi zgubijo svojo obicajno moc, saj se ponavadi
mnozenja ne da kombinatoricno interpretirati). Pri tvorjenju grafov vozlisca niso vedno
najbolj ocitna.

Nauk: Naloga ti pove kako bo resena, ne ti nalogi (v tem primeru posebej kljucno pri
izbirt mnoZice vozlisc).
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