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1 Prvi dan

Naloga 1.1

Naj bo P € R[z] ter deg(P) > 2. Za vsak = € R, definiramo ¢, C R? kot tangento na
P v tocki x. Dokazi ali ovrzi naslednji trditvi.

« Ce je P lihe stopnje, je
Ut =R

z€R

« Ce je P sode stopnje, je

U ¢ # R

zeR

Resitev. V resitvi bomo veckrat uporabili naslednje dejstvo: tangenta na P v tocki
(cr, P(er)) ima enacbo
y =P'(a)(z—a)+ Pla).

Dokazemo, da je prva trditev resni¢na. Denimo nasprotno in naj bo

(z0,50) € R*\ | = # 0.

zeR

Ker tocka (z,yo) ne lezi na nobeni tangenti na P sledi, da enacba
yo = P'(x)(xo — ) + P(x)
nima realnih resitev v z. Slednje je oc¢itno ekvivalentno temu, da polinom
G(z) = P'(z)(zo — x) + P(x) — yo = P(z) — 2P'(z) + 20 P'(2) — o

nima realnih nicel. Vodilni ¢len zP’(x) je na,z", kjer je a, vodilni koeficient P ter
n = deg(P) > 2, kar pomeni, da ima vodilni ¢len G koeficient a,(1 —n) # 0. V poseb-
nem primeru je G lih polinom. Dosegli smo protislovje, saj imajo vsi realni polinomi lihe
stopnje realno nic¢lo. Trditev je tako dokazana.

Dokazemo, da je tudi druga trditev resni¢cna. Naj bo P poljuben nekonstanten polinom
sode stopnje. Vemo, da je

(z0,v0) € U lo <= yo = P'(x)(xo — z) + P(z) ima realno resitev v z.
zeR

Slednje je ekvivalentno temu, da ima za vse (g, o) € R? polinom
Gapol(2) = P'(x) (w0 — 2) + P(x) = yo = P(x) — aP'(x) + 2o P'(x) — yo
realno nic¢lo. Analogen argument kot pri prvi trditvi pokaze, da je G, ,, sode stopnje.

Znano je, da so polinomi sode stopnje omejeni navzgor ali pa navzdol (to lahko pokazemo
tako, da vse nicle polinoma zaobjamemo v zaprtem intervalu ter opazimo, da ima polinom
zunaj tega intervala povsod enak predznak, nato pa se sklicujemo na kompaktnost zapr-
tega intevala ter zveznost polinomov, da dobimo spodnjo ter zgornjo mejo na kompaktu).
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Tako je jasno, da polinom G, ,, nima realnih nicel za vse (z¢,%o); nima je na primer ze
za vse Yo € R ob fiksnem zy = 0, saj lahko izberemo vy, ki je vecji oziroma manjsi od
zgornje oziroma spodnje meje sodega polinoma P(z) — xP'(x).

O
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Naloga 1.2

Naj bo f: R — R dvakrat zvezno odvedljiva funkcija. Denimo, da velja

[ @z =0

=il
in f(—1) = f(1) = 1. Pokazi, da je
1

[ (@) da>15

ter doloci vse f, za katere velja enakost.

Resitev. Zacénimo z izracunoma, ki sledita iz osnovnega izreka analize.

-1
[ =@l = - e
Sedaj izpeljemo nekaj enakosti z uporabo integracije po delih.
/_llf(x)dx:f(x)x‘l_l—/_llf():rdx:>/ x)rdr =2
[ rwar=rp@al - [ fewd = [ pP@ede =)+ e
1 1 1
2/ ) de = /()] - /_1 F(0)a? do = /_1 F(@)a? de = /(1) — f/(~1) — 4

Uporabimo Cauchy-Shwarzevo neenaksot na prostoru C([—1,1]). Sledi, da je

( / 11 £(2)? dx) ( / 11(04952 4 B+ ) d:c) > ( / 11 af" ()2 + Bf" @)z + () dx>2

(L))
<a /_11 F(2)2? do + 6/—1 f"(x)x dz + 7/_11 1 (x) dx)2

Z uporabo ze dokazanih enakosti izpeljemo

([ 72 an) (35 + 2205 02} > (ot 0407 0) + (k=) (1) = 4o’

Ker nimamo informacij o f/(1) ter f’(—1) bi se zdelo smiselno, da izberemo koeficiente
a, f in 7 tako, da se koeficienta f'(1) ter f’(—1) na desni strani neenakosti evalvirata v

0. S sestevanjem ustreznih sistemov enacb ugotovimo 5 = 0 ter v = —a. Sledi
1602 16
"(2)* dx > = =15,
/ f 2(% _ % + 2) 672105+30
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kar smo zeleli pokazati.

Sedaj doloc¢imo funkcije, ki v zgornji neenakosti dosezejo enakost. Opazimo, da je vrednost
f zunaj intervala [—1, 1] nepomembna za pogoje naloge, prav tako kot za njene zakljucke.
Tako najprej dolo¢imo vse funkcije na [—1, 1], ki dosezejo enakost. Naj bo g : [-1,1] - R
dvakrat zvezno odvedljiva funkcija, za katero velja [!, g(z) dz = 0 in g(1) = g(—1) =1
ter denimo, da je [*,(¢"(z))? dz = 15.

Vemo, da je enakost v Cauchy-Schwarzevi neenakosti dosezena natanko tedaj, ko sta
vektorja linearno odvisna. Sledi, da obstajata 1,6 € R, ne obe nicelni, da velja

g (z) + 0(ax? — o) = 0.
Pravzaprav nobena izmed konstant ni nicelna, kar pomeni, da je
f"(z) = Maz® —a) AeER.
Z dvakratnim integriranjem, uporabo robnih pogojev ter dejstva, da je integral g na [—1, 1]

enak 0 lahko dolo¢imo vrednosti « ter A. Sledi, da je edina funkcija g € C*([—1,1]), ki
doseze enakost

() —5xt + 302% — 9
x) = .
g 16
Zaklju¢imo, da enakost doseze vsaka funkcija f, za katero velja
—5x% + 3022 — 9
flz) = =22 +16 Y= veel-1,1l
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Naloga 1.3

Naj bo S mnozica vseh realnih simetricnih matrik dimenzije 2025 x 2025, ki imajo
rang 1 ter elemente enake —1 ali +1. Izberimo A, B € S enakomerno ter neodvisno
naklju¢no. Doloci verjetnost, da A in B komutirata.

Resitev. Najprej razis¢imo strukturo elementov S. Naslednja trditev je splosno znana.
Trditev 1. Ce ima A € R™" rang 1, potem obstajata u,v € R" da velja

A=wl.

Za simetricne matrike ranga 1 lahko dokazemo naslednji mocnejsi izrek.

Trditev 2. Ce je A € R™ " simetri¢na ter ima rang 1, potem obstaja v € R” da velja
A= ", kjerjele {—1,1}.

Dokaz. Uporabimo trditev 1 ter simetri¢nost, da ugotovimo

w! =v! = wv; = viu; V1 <ij<n.
Ce sta u; in u; neniCelna, potem je +* = Z—] To pomeni, da imajo vse nenicelne koordinate
i j
u in v enako razmerje ter da ni¢enost ene izmed koordinat implicira nic¢elnost druge. Sledi
u = av za nek a € R. Definiramo w = y/|a|v ter zaklju¢imo

A= avv” = £(y/|a] - v)({/]a| - v)T = Fww?,
kar smo zeleli pokazati. O

Za A € S je seveda w # 0. Ker ima prva vrstica A elemente v {—1, 1}, ima w elemente
{=1,1}. Od zdaj naprej bomo oznacili mnozico vektorjev dolzine n z elementi iz mnozice

{-1,1} z {-1,1}".

Ugotovimo kdaj elementa S komutirata. Naj sta A,B € S, A = +vv! in B = +uu’.
Sledi

AB = vl uu® = £v(vTu)u”

BA = uu" v’ = tu(u’v)v’ = £{u, v)uww’,

kjer smo uporabili dejstvo, da je produkt stolpca z vrstico skalar, ki komutira. Jasno je,
da sta predznaka + matrik AB in BA enaka, ter, da je v'u = u’v, saj sta oba zgolj

skalarna produkta. A in B tako komutirata natanko tedaj, ko je (u,v) = 0 ali vu® = uv?.

Opazimo, da za u,v € {—1,1}?°% velja (u,v) # 0, saj je (u,v) = 1 (mod 2). Denimo,
da sta u,v € {—1,1}?°® in vu” = wv®. Sledi, da je u; - v = vy - u oziroma u in v sta
skalarna veckratnika drug drugega. Ker sta oba elementa {—1,1}2°? sledi, da je u = 4.
Ugotovili smo, da ée A = +vv” in B = +uu’ komutirata, potem je u = +v. Sledi, da je

7



Hugo Trebse IMC 2025

B = +A. Ker A komutira z A in —A, sledi, da A, B € S komutirata nantanko tedaj, ko
je A=+B.

Zadnji korak je doloditi Stevilo elementov mnozice S. Opazimo, da vsak element {—1,1}292°

dolo¢i natanko en element S. Poljuben element {—1,1}?°% postavimo v prvi stolpec ma-
trike, v ostale stolpce pa damo bodisi isti vektor, bodisi nasprotni vektor v skladu z
elementi v prvi vrstici, ki je zaradi simetricnosti elementov S enaka prvemu stolpcu. Po-
doben premislek pokaze tudi, da sta vsaka dva elementa S z isto prvo vrstico enaka. Sledi,
da je elementov S enako kot elementov {—1,1}29%5 slednjih je seveda 22925,

Ker A € S komutira zgolj z A in —A, je verjetnost, da dva naklju¢no, neodvisno in
enakomerno izbrana elementa S komutirata enaka

2 _ 9—2024
92025 o :

]

Zanimivo je, da lahko analogen pristop resi splosnejsi problem. naj bo D mnozica vseh ne
nujno simetri¢nih matrik dimenzije 2025 x 2025 z rangom 1, ki imajo elemente iz mnozice
{—1,1}. Analogen argument v katerem uporabimo trditev 1 namesto trditve 2 pokaze, da
elementa D komutirata natanko tedaj, ko sta enaka ali nasprotna. Pogoj s simetri¢nostjo
elementov S je tako potreben le za izracun velikosti mnozice S.

Dejstvo, da je 2025 liho stevilo je problem nekoliko olajsalo, saj je skalarni produkt ele-
mentov {—1,1}?**1 vedno nenifelen. Ker lastnosti stevila 2025 nismo uporabili, razen
za zakljuéek o neni¢elnem skalarnem produktu elementov {—1,1}2%%5 ter ob izrac¢unu
velikosti S, smo pravzaprav dokazali tudi, da dve simetricni matriki z rangom 1, ter ele-
menti iz mnozice {—1, 1} komutirata natanko tedaj, ko sta enaki ali nasprotni, ali pa ¢e
imata vektorja, ki generirata matriki, nicelni skalarni produkt. V primeru sode dimen-
zije je tako potrebno presteti Se velikost ortogonalnega komplementa poljubnega vektorja
v € {—1,1}?* (vektor v oéitno ni v svojem ortogonalnem komplementu, zato ne pride do
dvojnega $tetja komutirajo¢ih matrik) znotraj mnozice {—1,1}?*. Preprost kombinato-
riéni argument pokaze, da je velikost ortogonalnega komplementa vsakega v € {—1,1}%
znotraj mnozice {—1,1}%* enaka

2k

()

V primeru matrik sode dimenzije je tako verjetnost komutiranja dveh naklju¢no, neodvi-
sno in enakomerno izbranih matrik enaka

2+ (%)
ok
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2 Day 2

Naloga 2.1

Naj bo f : (0,00) = R zvezno odvedljiva. Denimo, da obstajata b > a > 0, za katera
velja f(b) = f(a) = k. Pokazi, da obstaja & € (a,b) da velja

f(€) =& (§) = k.

Resitev. Izraz je podoben stevcu formule za odvod kvocienta funkcij. Ta opazka motivira
definicijo zvezno odvedljive funkcije ¢ : (0,00) — R s predpisom

Ocitno je g(a) = g(b) = 0. Z uporabo Rollejevega izreka ugotovimo, da obstaja & € (a,b)
za katerega velja ¢'(£) = 0. Nasli smo ustrezno tocko, saj velja

(8- f(§) +k
& '

0=4'(§) =
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Naloga 2.2

Naj bo N mnozica naravnih stevil. Dolo¢i vse neprazne podmnozice M C N, ki
zadoscajo naslednjima pogojema:

e Cejex € M, potem je 2x € M,

« Cejex,y € M in 2|z +y, potem je =¥ € M.

Resitev. Ce zdruzimo pogoja ugotovimo, da je M zaprt za seStevanje.

Trditev 3. Ce je 2,y € M, potem je z +y € M.

Dokaz.

2r + 2y

r,yeM = 2z,2ye M. 2|2z +2y) = 5

=z +yeM

Spomnimo se naslednjega izreka.

Izrek 2.3: Frobeniusov izrek oz. izrek o postnih znamkah

Naj sta m,n € N ter je g = ged(m, n) njun navecji skupni delitelj. Potem je najvecje
stevilo, ki je deljivo z g, ter ga ni mogoce zapisati v obliki am + bn, kjer sta a,b
nenegativni celi stevili, enako

Tocéna meja v zgornjem izreku ni posebej relevantna za reSitev te naloge, a nam pove,
da mora M od neke tocke dalje vsebovati vse veckratnike najvecjega skupnega delitelja
elementov M.

Opazimo, da mora M vsebovati liho Stevilo, saj 2 | x € M — % = %x € M, kar

omogoca, da poljubnemu sodemu elementu M odstranimo faktor 2. Po konéno mnogo
korakih dobimo liho stevilo.

Opremljeni z zgornjimi opazkami postavimo domnevo, da so vse mnozice M oblike
{d-n|n>c}

za nek lih d € N in poljuben ¢ € N. Oc¢itno mnozice te oblike izpolnijo pogoje.

Naj bo M poljubna mnozica, ki izpolnjuje pogoje naloge, ter naj bo c¢-d poljuben element
M, kjer je d = ged(M). Ker M vsebuje liho stevilo je 2 # d. Pokazimo, da je (¢+1)-d € M,
kar dokaze naso domnevo.
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Po izreku 2, obstaja k € N, da je 2¥ - d € M. Pokazemo, da je Vi € {0,1,...,k}
(2'+¢)-de M,

kar implicira Zeleno v primeru ¢ = 0. Ker je M zaprt za sestevanje je, je trditev resnic¢na
za © = k. Denimo, da je trditev neresni¢na in naj bo j najvecje celo stevilo v mnozici
{0,1,...,k — 1} za katero (2/ +c¢)-d & M. Velja

20+t 4 2¢

(27 +¢)-de M ter 2|27 +2¢c = 5

d= (2 +¢)-de M,

kar je protislovno. Sledi, da je trditev resni¢na, kar pomeni, da je (¢ + 1) -d € M, kar
smo zeleli pokazati. O
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Naloga 2.4

Naj bo A € M, (R) ter oznacimo z A® rotacijo matrike A v nasprotni smeri urinega
kazalca za 90°. Na primer,

R

1 2 3 3 69
4 5 6] =12 5 8
789 1 47

Pokazi, da ¢e je A = A%, potem za vsako lastno vrednost A\ matrike A velja Re(\) = 0
ali Im(\) = 0.

Resitev. V tej reitvi oznadimo z A® in A(;y zaporedoma i-ti stolpec in i-to vrstico matrike

A.

Opazimo, da je preslikava £ : F**" — F?*" ki preslika matriko v njeno rotacijo v nasprotni
smeri urinega kazalca za 90° linearna. Morda bi si Zeleli dolo¢iti matriko te preslikave,
a ta pristop ne bi bil pretirano prakticen, saj ne moramo na primer mnoziti ali sestevati
matrike preslikave © ter matrike A, sta namre¢ razli¢nih dimenzij. Lahko pa poizkusimo

izraziti preslikavo * s kaksno znano linearno preslikavo med prostoroma F™*™ in F*",

Trditev 4. Naj bo J € M, (R) matrika z enicami na glavni anti-diagonali ter niclami
drugod. Za A € M,(R) velja

AR = JA"
Dokaz. 1z definicije rotacije je jasno Aff = AH1=9) iz definicije transponiranja pa

(AT>(Z) = A;). Matrika JAT v i-ti vrstici vsebuje elemente

((entis Aoy = (ajng1-i)joy = AUHD,
kar dokaze Zeleno, saj imata A in JAT enake istolezne vrstice. O]
Ob predpostavki A = A% Zelimo pokazati, da so lastne vrednosti A bodisi realne, bo-

disi imaginarne. Po izreku o preslikavi spektra je slednje ekvivalentno realnosti lastnih
vrednosti matrike A2, Spomnimo se naslednjega izreka:

Izrek 2.5

Realna simetri¢na matrika ima same realne lastne vrednosti.

Zadosti je tako pokazati, da je A? realna in simetricna. A? je seveda realna, saj je A
realna. Opazimo

A2 = AAR = AJAT ter (AJAT)T = (AT)TJTAT = AJAT,

kar pomeni, da je A% simetri¢na. O
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