14. Evropska dekliska matematic¢na olimpijada na Kosovu

Ana Meta Dolinar in Hugo Trebse

6. avgust 2025

Med 11. in 17. aprilom je v Pristini potekala 14. Evropska dekliska matematicna olimpijada
(EGMO). Slovenske tekmovalke so bile Sara Ferreira (Gimnazija Skofja Loka), Ekaterina
Chizhova, Particia Kiraly (obe Gimnazija Bezigrad) ter Naja Oblak (Gimnazija Vic).
Spremljevalca ekipe sta bila Ana Meta Dolinar in Hugo Trebse.

Slika 1: Ekipa s spremljevalcema (Hugo, Patricia, Naja, Sara, Ekaterina, Ana Meta)

Slovenija se je odlicno odrezala in prvi¢ v zgodovini osvojila kar dve srebrni medalji — s
Kosova sta se z njima vrnili Ekaterina in Patricia. Obe sta v celoti resili tri naloge od Sestih
in poleg tega pridobili tudi delne tocke na ostalih nalogah. FEkaterina je osvojila 17. mesto
med vsemi 135 Evropejkami, Patricia pa 23. mesto. To sta najboljsi individualni uvrstitvi
Slovenk, odkar sodelujemo na olimpijadi EGMO. Uspeh sta dopolnili Naja in Sara, ki
sta s popolno resitvijo vsaj ene naloge osvojili pohvalo. Slovenija je tako po skupnem dosezku
15. med 35 evropskimi drzavami.

Letos so se naloge izkazale za precej tezke, in izmed 219 tekmovalk iz 56 drzav jih je le ena
uspela resiti vseh Sest. Po skupnem seStevku tock celotne ekipe je bila prva Kitajska, med
evropskimi drzavami pa je prvi¢ zmagala Italija.

Tekmovalke so dva dni po 4 ure in pol resevale 6 nalog. Poleg tekmovanja so imele organiziranih
tudi vec razlicnih druzabnih dejavnosti ter ekskurzijo v zgodovinsko mesto Prizren.

Najbolje resevana naloga je bila Cetrta (geometrija). Le 25 deklet je uspelo resiti peto
nalogo, med njimi tudi Patricia. Naloga z resitvijo je vkljucena v nadaljevanju clanka.

Poleg ekipe so slovensko delegacijo sestavljali Se koordinatorji Lenart Dolinar, Lovro Drofenik
in Luka Horjak, ki so s strani organizatorjev pomagali pri nepristranskem ocenjevanju nalog.
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Slika 3: Patricia z maskoto med tekmovanjem

1 1. naloga

Naloga 1. Za naravno stevilo N naj bodo ¢; < ¢3 < ... < ¢, vsa naravna Stevila manjsa od
N, ki so tuja N. Poisci vse N > 3, za katere velja

D(N,¢; 4+ cip1) # 1

zavsak 1 <¢<m—1.

Izraz D(a,b) predstavlja najvecje naravno stevilo, ki deli a in b. Celi stevili a in b sta si tuji,
ce je D(a,b) = 1.

Resitev. S poskusanjem na manjsih primerih ter z nekaj intuicije pridemo do domneve, da
pogoju naloge zadoscajo natanko vsa soda stevila in vse popolne potence stevila 3.



Ce je N sodo &tevilo, so vsa Stevila ¢; liha. Ker je vsota dveh lihih Stevil soda, sledi 2|D(N, ¢; +
¢iy1) za vse i. Najvedji skupni delitelj je zato veéji od 1.

Obravnavajmo primer, ko je N = 3 za nek k > 1. Tedaj so Stevila med 1 ter N, ki so tuja NV,
natanko stevila, ki niso deljiva s 3. V tabeli zapisimo ¢lene ¢; ter njihove ostanke pri deljenju
s 3.

i 1l2]3]4]5]6|7]...|m=1] m
¢ 1[2]4[5[7[8]10]... [N—2|N—1
G modd) [T |21 |21 21 .. 1 2

Opazimo, da sta zaporedna ¢lena niza {¢;} po modulu 3 vedno 1 in 2 (v nekem vrstnem redu),
kar pomeni, da je njuna vsota zagotovo deljiva s 3. Sledi, da vsota katerihkoli zaporednih
clenov zaporedja ni tuja IV, saj je N tudi deljiv s 3.

Sedaj pokazimo, da ostala naravna stevila ne izpolnjujejo pogoja. Denimo, da obstaja liho
stevilo N, ki ni potenca stevila 3, a izpolnjuje pogoj naloge.

Ker je N liho stevilo, je ¢; = 1 ter co = 2, zato velja
1# D(N,c1 + ) = D(N,1+2) = D(N,3),

kar pomeni, da 3 | N. Sledi, da mora biti N oblike N = 3. M, kjer je M > 1 ter 3 + M.
Loc¢imo dva primera glede na ostanek stevila M pri deljenju s 3.

Primer 2.1: Ceje M =1 (mod 3), sta stevili M +1 ter M —2 tuji N. Obe $tevili nista deljivi
s 3, ¢e pa bi bili deljivi s katerimkoli prastevilskim deliteljem p stevila M, bi tak p delil tudi 1
ali —2. To bi bilo mogoce le v primeru sodega prastevilskega delitelja, kar pa je v protislovju s
predpostavljeno lihostjo N. Ker sta M ter M — 1 zaporedoma deljivi z M ter s 3, M in M — 1
nista tuji N, torej sta M — 2 ter M + 1 zaporedna elementa niza {¢;}. Njuna vsota je enaka
2M — 1, kar ni deljivo s 3, prav tako pa po podobnem razmisleku kot pri M — 2 ter M + 1 ni
deljivo s katerimkoli prastevilskim deliteljem p Stevila M. Sledi, da je vsota zaporednih ¢lenov
zaporedja tuja IV, zato N predpisane oblike ne ustreza pogojem naloge.

Primer 2.2: Ce je M = —1 (mod 3), sta stevili M + 2 ter M — 1 tuji N. Podoben razmislek
kot v primeru 2.1 poda, da sta Stevili zaporedna elementa niza, ter da je njuna vsota tuja V.
Tako dosezemo zZeleno protislovije. O]



2 5. naloga

Naloga 5. Naj bon > 1 naravno Stevilo. Pri konfiguraciji ploice velikosti n x n vsako izmed n?
polj vsebuje puscico, ki kaze gor, dol, levo ali desno. Pri dani zacetni konfiguraciji polz Turbo
zacne v enem izmed polj in se premika iz polja v polje. Pri vsakem premiku se Turbo premakne
eno dolzinsko enoto (enako dolzini stranice polja) v smeri, dolo¢eni s pus¢ico na polju, kjer se
Turbo trenutno nahaja (po moznosti se pri tem premakne izven plosce). Po vsakem premiku
se puscice v vseh poljih zavrtijo za 90° v nasprotni smeri urnega kazalca. Pravimo, da je polje
imenitno, ¢e Turbo zacensi v tem polju vsako polje plosce obis¢e natanko enkrat in se na koncu
vrne v zacetno polje, ne da bi zapustil plosco. V odvisnosti od n poisc¢i najvecje mozno stevilo
imenitnih polj, ki so lahko na plos¢i.

Resitev. Pokazali bomo, da je najvec¢je mozno stevilo imenitnih celic ¢ez vse konfiguracije enako:

n’ .
R ¢e je n sodo stevilo, ter

0, ce je n liho stevilo.

Lihi n

Najprej pokazemo, da je Stevilo imenitnih polj enako 0, ¢e je n liho Stevilo. Denimo, da obstaja
vsaj eno imenitno polje v neki konfiguraciji. Pobarvajmo plosc¢o n x n kot Sahovnico, tako da
je imenitno polje bele barve.

Ker Turbo obisce vsako polje natanko enkrat ter se nato vrne v zacetno imenitno polje, Turbo
naredi natanko n? premikov. Opazimo, da se po prvem premiku Turbo nahaja v ¢rnem polju,
po drugem je nazaj v nekem belem polju, ter v splosnem, da je po liho mnogo premikih Turbo
v ¢rnem polju, po sodo mnogo premikih pa v belem polju. Ker je n liho, je n? tudi liho, zato
se mora po svojem zadnjem premiku Turbo nahajati v é¢rnem polju. To pa ni mogoce, saj se
po predpostavki Turbo vrne v svoje zacetno polje, ki je bele barve.

Spodnja meja za sodi n

n?

+ imenitnih polj.

Konstruirali bomo zacetno konfiguracijo, ki ima
Naj bo (i, 7) polje v vrstici 7 in stolpcu j. Poglejmo si naslednji cikel:
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(1,1) - (1,2) = (1,3) —» ... = (1,n)
—=2,n)—=>2,n—1) = .. > (2,2)

—(20—1,2) = (20 —1,3) = ... = (2i — 1,n)
— (2i,n) = (2i,n—1) = ... = (2i,2)
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Opazimo, da se ta cikel vrne v zacetno polje, po tem ko vsako polje obisc¢e natanko enkrat. Da
bi pokazali imenitnost polja (1,1), moramo najti zacetno konfiguracijo, v kateri Turbo sledi
predstavljenem ciklu.



Naj bo ¢; (i — 1)-to polje na ciklu: torej co = (1,1), ¢; = (1,2), ..., cp2_1 = (2,1). Za vsak i
usmerimo puscico v polju ¢; proti polju ¢;1; (ali proti ¢y, Ce je i = n? — 1), nato pa to puséico
zavrtimo i-krat za 90° v smeri urnega kazalca. Po ¢ premikih bo puscica v ¢; zavrtena i-krat za
90° v nasprotni smeri urnega kazalca. Torej bo takrat, ko bo Turbo na tistem polju, puscica
kazala ravno v smeri koraka, ki sledi ciklu. Turbo tako prepotuje opisan cikel, kar pomeni, da
je (1,1) imenitno.

Po stirih zaporednih premikih bodo vse puscice ponovno usmerjene enako, kot so bile na za-
cetku.

Dolzina cikla n? deljiva s 4 (saj je kvadrat sodega $tevila vedno deljiv s 4), torej se plos¢a po
celotnem ciklu povrne v zacetno konfiguracijo.

To pomeni, da ¢e Turbo za¢ne v kateremkoli polju na tem ciklu ¢;, kjer velja 4 | i, ga bodo
puscice vedno usmerile po isti poti kot v originalnem ciklu. Ko se vrne na prvo polje, bo
pozicija puscic natanko taksna, kot na zacetku originalnega cikla, zato lahko nadaljuje, dokler
ne prehodi cikla dolzine n?.

Torej so vsa polja

C0,C4,C8y---,Cp24

imenitna, kar pomeni, da jih je vsaj “-.

Zgornja meja za sodi n

Dokazali bomo, da za sodi n in katerokoli zacetno konfiguracijo obstaja najvec 2’ imenitnih

4
polj.

Naj bo ay imenitno polje. Naj bo ag,ay,as,...,a,2_1,a,2 = ag zaporedje polj, ki jih Turbo

obisce, zacensi v ag. Med temi polji je zagotovo imenitno vsaj vsako cetrto, torej skupaj vsaj

n2

T

Sedaj predpostavimo, da obstaja neko imenitno polje by, ki ni med polji ag, ay, as, ..., a,2_4,
2

torej imamo skupaj ve¢ kot “- imenitnih polj. Naj bo cikel, ki ga Turbo preleze zacensi v b,

zaporedje polj by, by, b2, ...,0,2_1,b,2 = by. Imenitna polja med njimi so zagotovo vsa polja b;

z i[4.

Poglejmo si, ali je mogoce, da bi imeli mnozici polj ag, ay, as, ..., a,2_4 ter by, by, bg, ..., by2_4
katerikoli skupni element (recimo a; in bg). Potem bi to pomenilo, da se cikel a;, a;41, ... in
cikel by, b1, ... zacneta v istem polju in z isto konfiguracijo puscic. To pa pomeni, da bodo na
vsakem koraku puscice pri obeh ciklih kazale v isto smer in cikla bosta identi¢na. Potem bodo
identicne tudi lokacije vseh preostalih %2 — 1 imenitnih polje, iz tega pa sledi, da je by med polji
ag, 4, Ag, . . ., ap2_4. Prisli smo do protislovja, kar pomeni, da je presek imenitnih polj iz cikla
a ter imenitnih polj iz cikla b prazna mnozica.

Opazimo, da ker je 4 | n?, bodo pus¢ice po n? korakih ponovno v zacetni konfiguraciji. Ce bi
Turbo nadaljeval s premikanjem po vrnitvi v zacetno polje, bi vedno le ponavljal isti cikel.
Poglejmo si zgornje levo polje (1,1). To polje ima le dve sosednji polji, zato morata tako pot
a kot pot b vkljucevati polja (2,1) (eno dol), (1,1) in (1,2) (eno desno) v dolo¢enem vrstnem

redu, bodisi
(2,1) = (1,1) = (1,2)

bodisi
(1,2) = (1,1) — (2,1).

Brez skode za splosnost predpostavimo, da je a;_1 = (2,1), a; = (1,1) in a;41 = (1, 2) za nek 1.



Naj bo j tak, da je b; = (1,1). Ce velja b;_; = (2,1) = a;_;, potem mora biti pus¢ica v (2,1)
usmerjena enako po ¢ — 1 in po j — 1 korakih, torej ¢ = 5 mod 4. Sledi, da se tudi puscice
v (1,1) in v naslednjih poljih ujemajo, kar pomeni, da sta poti a in b enaki (le z zamikom
indeksov za veckratnik stevila 4), kar pa po nasi predpostavki za a in b ne velja.

Preostane nam moznost, da poti a in b kot plosce preideta v razlicnih smereh, torej b;41 =
(27 1) = Qj—1.

Da lahko kot preide pot a, morajo biti puscice v kotu po 2 — 1 korakih v enem izmed naslednjih
dveh polozajev:

— |
—> |

ali

Puséica v polju (2,1) = a;—; mora namre¢ kazati navzgor. En korak kasneje mora puscica v
kotu kazati desno, zato trenutno kaze navzdol. Puséica v (1,2) pa mora po dveh korakih kazati
dol ali desno, zato trenutno kaze gor ali levo.

Hkrati pa mora konfiguracija v kotu tudi biti taksna, da jo pot b preide v drugi smeri. Po
podobnem premisleku dobimo naslednji dve moznosti za puscice v kotu po 7 — 1 premikih:

— | — |
0 ali —

Najti moramo torej taksno usmerjenost kotnih puscic, kjer za nek ¢ in j obstaja rotacija, ki eno
izmed zgornjih dveh moznosti zavrti v eno izmed spodnjih dveh moznosti.

To pa ni mogoce. Opazimo lahko na primer, da poti b zadoscajo le taksne konfiguracije, kjer
sta zgornji dve puscici obrnjeni v isti smeri (ne glede na to, kolikokrat ju zavrtimo za 90°, bosta
se vedno enako usmerjeni). To pa ne velja za nobeno izmed moznosti za pot a. To pomeni, da
ne obstaja taksna postavitev puséic v kotu, da bi jo lahko dve razli¢ni poti presli v nasprotnih
smereh.

Cikel b, ki ni enak ciklu a, torej ne more obstajati.

Iz tega sledi, da so lahko imenitna le polja oblike a4y za t =0,1,..., %2 — 1, kar pomeni najvec

% imenitnih polj.

]

Vir nalog, kjer lahko zainteresirani bralci najdejo tudi preostale naloge s tekmovanja, je pove-
zava hitps://www.egmo.org/egmos/egmo14/. Prvo nalogo je predlagala Litva, peto pa Turcija.
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